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Введение 
 
Решение ряда важных физических, геометрических и технических задач, 

например, вычисление объемов и массы тел, центров тяжести и моментов 
инерции, приводит к интегрированию функций нескольких переменных. Воз-
никающие при этом интегралы называются кратными. 

Кратность интегралов зависит от количества переменных в интегрируе-
мой функции. В данной работе рассмотрены двойные интегралы, применение 
которых позволяет решить многие задачи, возникающие в практической дея-
тельности.  

В пособии приведены необходимые теоретические сведения с примерами 
решения задач. Теоретический материал проиллюстрирован многочисленны-
ми рисунками. 

В первую очередь, данная работа предназначена для студентов, обучаю-
щихся на факультете заочного и дистанционного обучения по направлению 
«Электроэнергетика и электротехника» и профилю «Электрооборудование и 
электрохозяйство предприятий, организаций и учреждений». Оно поможет им 
в выполнении контрольной работы № 12 «Кратные интегралы» дисциплины 
«Высшая математика». В пособии содержится пример решения данной кон-
трольной работы и задания для самостоятельной работы студентов в десяти 
вариантах. 

 
 

1. Определение и свойства двойного интеграла 
 

Рассмотрим одну из геометрических задач, которая приводит к понятию 
двойного интеграла. 

Пусть непрерывная функция ( )yxfz ,=  определена в конечной замкну-
той области D  плоскости Oxy . Найдем объем V  тела, основанием которого 
служит область D  на плоскости 0=z , боковая поверхность цилиндрическая, 
образующие которой параллельны оси Oz , а сверху тело ограничено поверх-
ностью ( )yxfz ,=  ( )( )0, >yxf . 

Разобьем область D  произвольным образом 
на конечное число n  элементарных областей iD  
площадью iS∆ , на каждой из которых построим 
элементарное цилиндрическое тело, высоту ко-
торого можно принять равной значению функ-
ции в произвольной точке ( )ii yx , , принадлежа-
щей iD  (см. рис. 1). Объем такого элементарного 
цилиндра, очевидно, равен  

( ) iiii SyxfV ∆⋅≈∆ , . 

y

x

z

z=f(x,y)

ΔSi

0

ΔVi

Рис. 1. 
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Тогда искомый объем V  будет равен сумме элементарных объемов iV∆ : 

( ) i
n

i
ii

n

i
i SyxfVV ∆⋅≈∆= ∑∑

== 11
, . 

Полученная сумма называется интегральной суммой, соответствующей 
данному разбиению и фиксированному выбору точек ( )ii yx , . 

Объем V  данного цилиндрического тела может быть найден тем точнее, 
чем меньше размер области iD , который можно оценить наибольшим диамет-
ром id  (наибольшее расстояние между точками этой части). Тогда 

( ) i
n

i
ii

d
SyxfV

i

∆⋅= ∑
=→ 10

,lim . 

Двойным интегралом от функции ( )yxfz ,=  по области D  называется 
предел интегральной суммы при стремлении наибольшего диаметра части 
разбиения iD  к нулю, если этот предел существует, конечен и не зависит от 
способа разбиения D  на части iD  и от выбора в них точек ( )ii yx ,  и обознача-
ется ( )∫∫

D
dSyxf , , т.е. 

( ) ( ) i
n

i
ii

d
nD

n

i
i

d
n

SyxfVdSyxf

ii

∆⋅=∆= ∑∫∫ ∑
=

→
∞→=

→
∞→ 1

0
1

0

,, limlim , 

где  D  − область интегрирования; 
( )yxfz ,=  − подынтегральная функция; 

dS  − элемент площади, который в декартовой системе координат вычис-
ляется по формуле: dydxdS ⋅= . 

Из определения двойного интеграла следует, что если ( ) 1, ≡= yxfz , 
( ) Dyx ∈, , то двойной интеграл равен площади S  области интегрирования 
(фигуры) D , т.е. 

∫∫∫∫ ==
DD

dxdydSS , 

а если ( ) 0, >= yxfz , то двойной интеграл 
( ) ( )∫∫ ∫∫∫∫ ===

D DD
dxdyzdxdyyxfdSyxfV ,,  

выражает объем цилиндрического тела, «крыша» которого – поверхность 
( )yxfz ,= , а основание – область D , на которую проецируется поверхность 
( )yxfz ,= . 

Определение двойного интеграла конструктивно аналогично определе-
нию определенного интеграла, поэтому двойной интеграл обладает теми же 
свойствами, что и определенный интеграл. 
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1. ( ) ( )( ) ( ) ( )∫∫∫∫∫∫ +=+
DDD

dSyxfdSyxfdSyxfyxf ,,,, 2121 . 

2. ( ) ( )∫∫∫∫ ⋅=⋅
DD

dSyxfkdSyxfk ,, . 

3. Если область D  разбита на две непересекающиеся части 1D  и 2D , то 

( ) ( ) ( )
1 2

, , ,
D D D

f x y dS f x y dS f x y dS= +∫∫ ∫∫ ∫∫ . 

4. Если ( ) ( )yxfyxf ,,0 21 ≤<  в D , то ( ) ( )∫∫∫∫ ≤
DD

dSyxfdSyxf ,, 21 . 

 
 

2. Вычисление двойного интеграла 
 
Вычисление двойного интеграла в декартовой системе координат сводит-

ся к последовательному вычислению двух обычных определенных интегралов 
(повторному интегрированию). 

Различают два основных вида области интегрирования D . 
Область D  называется правильной в направлении (относительно) оси 

Oy  (Ox ), если каждая прямая, параллельная оси Oy  (Ox ) и проходящая через 
внутреннюю точку области D , пересекает её границу только в двух точках. 

Нижняя (левая) из этих точек называется точкой входа в область, верх-
няя (правая) – точкой выхода из области. 

Правильная область может быть задана системой неравенств. 
а ) Рассмотрим область D , правильную в направлении оси Oy  (рис. 2): 
 
 
 
 

      ( ) ( )



≤≤
≤≤

xyyxy
bxa

D
21

:    ⇒  

 

 

 Рис. 2. 
 
В этом случае двойной интеграл вычисляется по формуле 

( ) ( )
( )

( )
∫∫ ∫ ∫=
D

b

a

xy

xy
dyyxfdxdxdyyxf

2

1

,, ,                                     (1) 
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где ( )хy1  – линия входа в область, ( )хy2  – линия выхода, направление движе-
ния показано стрелкой на рис. 2. 

В формуле (1) сначала внутренний интеграл ( )
( )

( )
∫
xy

xy
dyyxf

2

1

,  берется по y  

при фиксированном x , затем от полученного результата находится внешний 
интеграл по x . 

б) Теперь рассмотрим область D , правильную в направлении оси Ox  
(рис. 3): 

   
 
 
 

( ) ( )



≤≤
≤≤

yxxyx
dyc

D
21

:       ⇒   

     
 

 

 Рис. 3. 

Тогда двойной интеграл вычисляется по формуле 

( ) ( )
( )

( )
∫∫ ∫ ∫=
D

d

c

yx

yx
dxyxfdydxdyyxf

2

1

,, ,                                   (2) 

где ( )yх1  – линия входа в область, ( )yх2  – линия выхода из области. 

В формуле (2) внутренний интеграл ( )
( )

( )
∫
yx

yx
dxyxf

2

1

,  берется по x  при посто-

янном y , а внешний интеграл – по y . 
Выражения, стоящие в правых частях равенств (1) и (2), называются по-

вторными (или двукратными) интегралами. 
Переход от равенства (1) к (2) или обратно называется изменением по-

рядка интегрирования. Значение двойного интеграла не зависит от порядка 
интегрирования. 

с) Если область интегрирования D не принадлежит ни к одному из разо-
бранных выше видов, то её разбивают на конечное число частей, каждая из 
которых является правильной в направлении какой-либо из координатных 
осей. 

Тогда                          ( ) ( )∑ ∫∫∫∫
=

=
n

i DD i

dxdyyxfdxdyyxf
1

,, . 

 



7 

3. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Для интеграла ( )∫ ∫
−

=
2

0

4
,

x

x
dyyxfdxI  построить область интегри-

рования. 
Решение. Найдем аналитическое выражение области D  в виде системы 

неравенств: 





−≤≤
≤≤

xyx
x

D
4
20

:    ⇒     
уравнения границ:          0=x , 2=x ,  

xy =  − линия входа, xy −= 4  − линия выхода. 

Теперь изобразим область интегрирования на рис. 4. 

 
 

Рис. 4. 
 
Пример 2. Вычислить двойной интеграл ( )2 ,

D

x dxdy−∫∫  если D ограничена 

линиями: y x= , 3y x= , 1x = . 

Решение.  Область интегрирования D описывается системой  3
1

y x
y x
x

= =
=

.  

Строим область D (см. рис.5). Границы 
области: y x= , 3y x= , 1x =  − прямые, т.е. об-
ласть D − треугольник, где y x=  − линия вхо-
да, 3y x=  − линия выхода, 0 1≤ Χ ≤ . Поэтому 
данный двойной интеграл можно записать в 
виде следующего повторного: 

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )

1 3 1
3

0 0
1 1

2

0 0
13 2

0

2 ( 2) 2

2 3 2 2 4

2 42 4 2 .
3 2 3 3

x
x

x
D x

x dxdy dx x dy dx x y

dx x x x x x x dx

x x

− = − = − =

= − − − = −

 
= ⋅ − ⋅ = − = − 
 

∫∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ 

3y x=  

x  

y  

1x =  

y x=  

3y x=  

x  

y  

1x =  

y x=  

Рис. 5. 
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4. Приложения двойных интегралов 
 

4.1. Вычисление площадей плоских фигур и объёмов тел 
 
Для их нахождения используют формулы: 

D

S dx dy= ∫∫ ,  
D

V z dx dy= ∫∫ . 

 
Пример 1. Вычислить площадь области D , ограниченной линиями 

xy 42 = , 42 −= xy . 
Решение. Строим область D  (см. рис. 6). 
 

 
 

Рис. 6. 
 
Заметим, что её удобнее спроектировать на ось Oy , т.к. область D  пра-

вильная в направлении оси Ox . 
Решая совместно данные уравнения линий границ, найдем координаты 

точек их пересечения: 







−=
=

42
42

xy
xy      ⇒      ( ) xx 442 2 =− ,      0452 =+− xx ,      

.4,4
2,1

22

11
==
−==

yx
yx

 

Линия входа – парабола, 
4

2yx =  – её уравнение, разрешенное относи-

тельно x . Линия выхода – прямая, ( )4
2
1

+= yx  – её уравнение, разрешенное 

относительно x . Отрезок [ ]4;2−∈y  – проекция области D  на ось Oy . Таким 

образом, область задается в виде системы неравенств: 
( )






+≤≤

≤≤−

4
2
1

4

42
2

yxy

y
. 
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Площадь вычисляем по формуле 
( ) ( )

( )2

2

1 14 44 4 4 22 2

2 2 24
4

1. . 6 4
2 4

y y

y
D y

yS dxdy см рис dy dx dy x y dy
+ +

− − −

    = = = = = + − =      
∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫

( ) 9
12
14

4
1 4

2

32 =





 −+=

−
yy . 

 
Пример 2. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями 

2=+ zy , 2xy = , 0=z . 
Решение. По условию дано цилиндрическое тело, которое сверху огра-

ничено плоскостью yz −= 2 , с боков – параболическим цилиндром 2xy = , 
образующие которого параллельны оси Oz  (см. рис. 7а). Основанием D  ци-
линдрического тела является проекция тела на плоскость 0=z , которая огра-
ничена линиями: 2xy = , 2=y  (см. рис. 7б). 

y

x

z

z=0

0

2

2

y+z=2

y=x2

 

y

x
0 2

2

2−

y=x2y=2

 
Рис. 7а. Рис. 7б. 

 
Объем тела вычисляем по формуле: 

( ) ( )
2

2 2

2

2 . . 7 2
D D x

V zdxdy y dxdy см рис б dx y dy
−

= = − = = − =∫∫ ∫∫ ∫ ∫

2

2 22 22 4
2 3 5

22 2

2 12 2 2 2
2 2 3 10

x

y xdx y x dx x x x
−− −

     = − = − + = − + =     
    

∫ ∫  

( ) ( )3 54 1 8 4 32 24 2 2 2 4 2 2 2
3 5 3 5 15

= − + = − + = . 

 
 
 
 



10 

4.2. Вычисление массы и статических моментов плоской  
пластинки 
 
Из физики известно, что масса плоской пластинки D  равна интегралу от 

поверхностной плотности пластинки ( )yx,ρ  в точке ( )yx,  по площади пла-
стинки, т.е. 

( ) dydxyxm
D
∫∫ρ= , . 

Статические моменты хМ  и yМ  плоской пластинки D  относительно 
осей Ox  и Oy  вычисляются по формулам 

( ) dydxyxyM
D

x ∫∫ ρ⋅= , ,           ( ) dydxyxxM
D

y ∫∫ ρ⋅= , . 

Если пластинка однородна, то ( ) constyx =ρ , . 
 
Пример. Найти массу неоднородной пластинки D , ограниченной задан-

ными линиями, если поверхностная плотность в каждой её точке ( )yx,ρ=ρ , 

D  (рис. 8):   2=х ,  0=y ,  
2

2 xy =   ( 0≥y );      ( ) 264, yxyx +=ρ . 

Решение. 
 

( ) ( )2, 4 6
D D

m x y dx dy x y dx dyρ= = + =∫∫ ∫∫
 

( ) ( ) 2
2

1 2 1 22 2 2

2
0 02

4 6 2 6
y

y

dy x y dx dy x y x= + = + =∫ ∫ ∫
 

( ) ( )
1 12 4 3 5

0
0

8 12 20 8 4 4y y dy y y y= + − = + − =∫
 

8 4 4 8= + − = . 
 
 
 
4.3. Вычисление координат центра тяжести плоской пластинки 

 
Если ( )cc yxC ,  − центр тяжести (масс) пластинки, то его координаты оп-

ределяются по формулам 
y

c

M
x

m
= ,                

m
My x

c = , 

y

x
0 1 2

2
2 xy =

1

y=0

x=2

Рис. 8. 
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где m  − масса пластинки и хМ , yМ  − её статические моменты относительно 
осей координат Ox , Oy  соответственно.  

Пример 1. Найти координаты центра тя-
жести пластинки с постоянной плотностью 
( ) 1, =ρ yx , если D  (рис .9): xy cos= , 0=y , 

0=х , 
2
π

=х . 

Решение. 
m

M
x y

c = , 
m

My x
c = . 

 
Найдем массу пластинки: 
 

       Рис. 9. 

( ) 1sincos16.., 2
0

2

0

2

0

cos

0
======ρ=

π
ππ

∫∫ ∫∫∫∫∫ xdxxdydxриссмdydxdydxyxm
x

DD
. 

Теперь находим статические моменты пластинки: 

( ) =====ρ⋅= ∫∫ ∫∫∫∫∫

ππ

частям по     
анияинтегриров

формулу     
применим    

cos,
2

0

2

0

cos

0
dxxxdydxxdydxxdydxyxxM

x

DD
y

 

1
2

sinsin
2

0

2
0 −

π
=−⋅= ∫

π
π

dxxxx ; 

( ) ====ρ⋅= ∫∫ ∫∫∫∫∫

ππ
2

0

22

0

cos

0
cos

2
1, dxxdyydxdydxydydxyxyM

x

DD
x  

( )
8

2cos1
4
1 2

0

π
=+= ∫

π

dxx . 

Следовательно, 1
2
−

π
=cx ,  

8
 π=cy . 

 
Пример 2. Найти координаты центра тяжести пластинки, ограниченной 

линиями 2xy = , 1=y , если плотность ( ) yyx 2, =ρ . 

y

x0
2
π

1 y=cosx
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Решение. 
Вследствие симметрии пластинки относительно оси Oy  (см. рис. 10) 

центр тяжести находится на оси Oy , т.е. 0=cx . 

Координата 
m

My x
c = . 

 
 
 
 
 
 
 
                             
                Рис. 10.                                      Находим массу пластинки: 

( ) 2
2

1 1 1
12

1 1

, 2 . .10 2
x

D D x

m x y dx dy ydx dy см рис dx ydy dx yρ
− −

= = = = = ⋅ =∫∫ ∫∫ ∫ ∫ ∫  

( )
5
8

5
1

1

1

51

1

4 =









−=−=

−−
∫

xxdxx . 

Вычислим статический момент хМ : 

( ) ===ρ⋅= ∫ ∫∫∫∫∫
−

1

1

1
22

2
22,

xDD
x dyydxdydxydydxyxyM  

( )
7
8

73
21

3
2

3
2

1

1

71

1

6
131

1 2

=









−=−=⋅=

−−−
∫∫

xxdxxydx
x

. 

Следовательно, 0=cx , 
7
5

=cy . 

 
 
4.4. Вычисление моментов инерции плоской пластинки 
 
Моменты инерции плоской пластинки D  с плотностью ( )yx,ρ  относи-

тельно координатных осей Ox  и Oy  вычисляются по формулам: 

( ) dydxyxyI
D

x ∫∫ ρ⋅= ,2 ,              ( ) dydxyxxI
D

y ∫∫ ρ⋅= ,2 . 

Пример. Найти момент инерции однородной пластинки с плотностью 
( ), 1x y constρ = = , ограниченной прямыми 2=+ yx , 2=х , 2=y , относитель-

но оси Ox  (рис. 11). 

y

x
0 1

1

-1

y=x2y=1
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Решение. 
 

( )2 2, . .11x
D D

I y x y dx dy y dx dy см рисρ= ⋅ = = =∫∫ ∫∫
 

2 2
2

0 2

x

x y

dy y dx
=

= −

= =∫ ∫ ( )
22 2 4

22 3
2

0 0 0

4
4y

yy x dy y dy
−

= = =∫ ∫ . 

 
 

Рис. 11. 
 
 

5. Пример решения контрольной работы 
 
Задание 1. Вычислить массу и координаты центра тяжести (масс) пла-

стины D, заданной линиями 2y x= , 3y = , если поверхностная плотность в 
каждой её точке ( ),x y xρ = . Координаты центра тяжести (масс) отметить 
на координатной плоскости вместе с изображением пластины D.  

Решение.  

 
Рис. 12. 

а) Массу находим по формуле 
( ) dydxyxm

D
∫∫ρ= , , где ( ),x y xρ = . 

Область D:{ 2

3
y x
y

=
=

 имеет вид, изобра-

жённый на рисунке 12. 

 

( ) ( )
3 3

0 0

,
x

x

x
D D x

m x y dx dy xdx dy dx xdy dx xyρ
−

−

= = = = =∫∫ ∫∫ ∫ ∫ ∫  

( )
3

53 3 23
2

0 0
0

2 2 5
2

xdx x x x x x dx= + = = ⋅ =∫ ∫  

y

x
0 2

2

x+y=2

y=2
x=2
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5 524 4 4 363 3 9 3 3.
5 5 5 5

= ⋅ = = ⋅ =  

б) Для нахождения координат центра тяжести (масс) пластины  D вос-
пользуемся формулами  

m
M

x y
c = , 

m
My x

c = , 

где m  − масса пластины, хМ и yМ  − её статические моменты. 

( ) dydxyxyM
D

x ∫∫ ρ⋅= , ,  ( ) dydxyxxM
D

y ∫∫ ρ⋅= , . 

3 3 32 2 2

0 0 0

0
2 2 2

xx

x
D x x

y x xM yx dx dy dx yx dy x dx dx
− −

    = = = = − =     
∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ . 

( ) ( )
3 3 3

2 2 2

0 0 0
373 5 2

7 32
7

20
0

4 4 1082 2 3 3 3 3.
7 7 7

x
x

y x
D x

M x x dx dy dx x dy x y dx x x x dx

xx dx

−
−

= ⋅ = = = + =

= = = ⋅ = ⋅ =

∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫
 

Следовательно,  

108 3 15 17 236 7 73
5

y
c

M
x

m
= = = = ,  0 036 3

5

x
c

My
m

= = = . 

Наносим на координатную плоскость центр тяжести M 15 ;0
7

 
 
 

. 

Задание 2. Найти объём тела, ограниченного поверхностями: 
2 24 2 1z x y= + + , 3 0x y+ − = , 0x = , 0y = , 0z = . 

Решение. 
 

 
Рис. 13. 

Объём данного тела можно вычислить с 
помощью формулы  

D

V z dx dy= ∫∫ ,  

где  2 24 2 1z x y= + +  – параболоид, область D 
– треугольник ОАВ (см. рис.13). 
 
 
       ( )2 24 2 1

D D

V zdxdy x y dxdy= = + + =∫∫ ∫∫  
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( )
33 3 3

2 2 2 3

0 0 0 0

24 2 1 4
3

xx

dx x y dy dx x y y y
−−  = + + = + + = 

 ∫ ∫ ∫  

( ) ( )
3 3

32 2 3

0 0

2 144 3 3 3 18 19 21
3 3

dx x x x x x x x dx   = − + − + − = − − + =   
   ∫ ∫  

3 33 4 2
3 4 2

00

14 7 1918 19 21 6 21
3 3 4 2 6 2
x x x x x x x x   = − − + = − − + =   

  
 

= 3 4 27 196 3 3 3 21 3 45
6 2

⋅ − − + ⋅ = . 

 
 

6. Варианты контрольной работы 
 
Задание 1. Вычислить массу и координаты центра тяжести (масс) 

пластины  D, заданной линиями с поверхностной плотностью в каждой её 
точке ( ),x yρ ρ= . Координаты центра тяжести (масс) отметить на коор-
динатной плоскости вместе с изображением пластины D.  

1) D: 1x y+ = , 0x = , 0y = , ( ) 2,x y xρ = ; 

2) D: 2 3 6x y+ = , 0x = , 0y = , ( )
2

,
2
yx yρ = ; 

3) D: y x= , 1y = , 0x = , ( ) 2 2, 2x y x yρ = +  
4) D: 1x y+ = , , 0x = , 0y = , ( ) 2 2,x y x yρ = + ; 
5) D: 2y x= , 2x y+ = , 0x = , ( ), 2x y x yρ = − − ; 

6) D: 2xy = , 4y = , ( ), 2 5 10x y x yρ = + + ; 
7) D: 1x y+ = , 0x = , 0y = , ( ) 2 2, 2x y x yρ = + ; 

8) D: y x= , y x= , ( ), 2x y x yρ = − − ; 
9) D: y x= , 1x = , 0y = , ( ) 2 2, 2 10x y x yρ = + +  

10) D: 2xy = , y x= , ( ), 2 3x y x yρ = + . 
Задание 2. Найти объём тела, ограниченного поверхностями: 
1)  2 2z x y= + , 1x y+ = , 0x = , 0y = , 0z =  
2)  2 22 1z x y= + + , 1x y+ = , 0x = , 0y = , 0z =  
3) 2 24z x y= − − , 1x y+ = , 0x = , 0y = , 0z =  
4)  2 22z x y= + , 4x y+ = , 0x = , 0y = , 0z =  
5)  29z y= − , 3 4 12x y+ = , 0x = , 0y = , 0z =  
6)  24z y= − , 2 4x y+ = , 0x = , 0y = , 0z =  
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7)  2z x x= − , 1x y+ = ,  0x = , 0y = , 0z =  
8)  2 22z x y= − − , 2 1x y+ = , 0x = , 0y = , 0z =  
9)  2 22z x y= + , 1x y+ = , 0x = , 0y = , 0z =  
10)  2 2 1z x y= + + , 3x y+ = , 0x = , 0y = , 0z =  
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