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Дифференциальные уравнения являются одним из важнейших разделов 
математики, который имеет очень большое прикладное значение. Кроме об-
щематематического и теоретического интереса, дифференциальные уравнения 
находят широкое практическое применение. Например, при решении задач, 
связанных с электродинамикой, распространением тепла, радиоактивным рас-
падом, оптимальным управлением, экономикой и т.д.  

В данном методическом пособии мы вкратце напомним основные поня-
тия теории дифференциальных уравнений, приведем основные методы их ре-
шения и рассмотрим применение  дифференциальных уравнений в экономике 
и смежных социальных науках на конкретных примерах.  

 
1. Общие понятия и определения 

Обыкновенным дифференциальным уравнением ( ОДУ )  называется со-
отношение, записанное в виде равенства между малыми изменениями (диф-
ференциалами ) двух величин. Одна из этих величин рассматривается как не-
зависимая и обозначается в общем случае х. Другая рассматривается как за-
висимая и обозначается в общем случае у. Если в указанное соотношение 
входят дифференциалы первого порядка, то оно называется ОДУ первого по-
рядка. В соотношение входят, кроме дифференциалов, сами величины x и y, и 
различные параметры. С учетом этого ОДУ первого порядка может быть за-
писано так: 

( ) ( )dxyxfdyyxf ,, 21 =  или  ( ) ( )yxf
dx
dyyxf ,, 21 =                        (1) 

Учитывая, что y
dx
dy ′= , то в самом общем виде ОДУ первого порядка мо-

жет быть записано так: 
( ) constyyxF =′,, .                                                 (2) 

Соотношение между дифференциалами более высокого порядка приводят 
к ОДУ второго, третьего и следующих порядков. Их соответственно можно 
записать в таком общем виде: 

( ) constyyyxF =′′′,,,  (ОДУ второго порядка) 
( ) constyyyyxF =′′′′′′ ,,,,   (ОДУ третьего порядка)                                    (3) 

………………………… 
( )( ) constyyyxF n =′,....,,,   ( ОДУ порядка n ) 
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Решением ОДУ называется всякая дифференцируемая функция y,  кото-
рая обращает его в тождество в любой точке своей области определения. На-
пример, решением уравнения 02 =−′ xy  будет множество функций Cxy += 2 , 
где С – произвольная константа.  

Решение ОДУ, содержащее произвольным константу (константы), назы-
вается общим. Частным решением называется решение, полученное из общего 
при конкретных значениях произвольных. Эти конкретные значения устанав-
ливаются при учёте начальных условий. 

Задачей Коши называется нахождение частного решения ОДУ при нали-
чии начальных условий. Для ОДУ первого порядка начальные условия накла-
дываются на саму функцию. Для ОДУ второго порядка начальные условия на-
кладываются на функцию и первую производную и т.д. 

График функции, являющейся частным решением дифференциального 
уравнения, называется интегральной кривой. 

Решением ОДУ, которое нельзя получить из общего ни при каких значе-
ниях произвольных постоянных, называется особым. 

Интегралом  дифференциального уравнения называется всякое уравнение, 
не содержащее  производных ( дифференциалов ) и являющееся следствием 
исходного дифференциального уравнения. 

Как можно понять из исходного определения, ОДУ содержит одну неза-
висимую переменную. Если в дифференциальное уравнение входят две или 
более независимые переменные, оно называется дифференциальным уравне-
нием в частных производных.  

Решить дифференциальное уравнение в квадратурах – значит преобразо-
вать его к такому виду, когда в нем не будет производных ( дифференциалов ), 
а также найти его особые решения, которые могут быть  потеряны при интег-
рировании дифференциального уравнения.  

В дальнейшем речь будет идти только об обыкновенных дифференциаль-
ных уравнениях, для краткости слово «обыкновенные» будем опускать. 

 
2. Дифференциальные  уравнения первого порядка 
2.1. Простейшие дифференциальные  уравнения первого порядка 

Это - дифференциальные уравнения вида 

                         )(xfy =′ .                                                         (4) 

Решение такого уравнения очевидно: всякая функция y , удовлетворяю-
щая этому уравнению, является первообразной для функции )(xf . А значит, 
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любое частное решение )(xyy =  этого уравнения может быть найдено в резуль-
тате интегрирования функции )(xf : 

                        ∫ +== CxFdxxfy )()( .                                               (5) 

Формула (5) представляет собой общее решение уравнения (4). Она со-
держит в себе все частные решения этого уравнения. Особых решений у урав-
нения (4) нет.  

 
  2.2. Дифференциальные уравнения с разделёнными и разделяю-

щимися переменными 
  Дифференциальные  уравнения вида: 

( ) ( )dxxfdyyf 21 =                                               (6) 

называются уравнениями с разделенными переменными. Решение сводится к 
интегрированию обеих частей уравнения: 

( ) ( ) ( ) ( ) CxFyFdxxfdyyf +=⇒= ∫∫ 2121 . 

Дифференциальные уравнения с разделяющимися переменными могут 
быть представлены в одном из двух видов: 

( ) ( ) ( ) ( ) 02211 =⋅+⋅ dyyNxMdxyNxM                                     (7) 

или  

                                )()( 21 yfxfy ⋅=′ .                                                  (8) 

Для нахождения решения в них разделяют переменные. Для этого обе 
части уравнения (7) делят на произведение ( ) ( )xMyN 21 ⋅ , проверяя условие 

( ) 01 =yN . Значения у при которых ( ) 01 =yN , будут особыми решениями.  
Для разделення переменных уравнение (8) преобразуют так: 

⇔⋅=⇔⋅=′ )()()()( 2121 yfxf
dx
dyyfxfy dxxf

yf
dy )(

)( 1
2

= . 

Если есть значения y, при которых 0)(2 =yf , они будут особыми реше-
ниями. 

После разделения переменных обе части уравнения интегрируются. 

∫ ∫= dxxf
yf

dy )(
)( 1

2
. 

В нижеприведенных примерах будем использовать самый простой вид 
дифференциальных уравнений: дифференциальные уравнения с разделяющи-
мися переменными. 
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Пример 1. Эффективность рекламы 

Некая фирма подготовила для реализации новый продукт. Для его про-
движения в начальный момент была проведена рекламная компания, в резуль-

тате которой о новинке узнали 
γ
N  покупателей. Здесь N – общее число потен-

циальных покупателей новинки, 1>γ . 
Найдем, как будет меняться число покупателей, знающих о новинке, в 

зависимости от времени, учитывая, что далее информация о нем распростра-
няется путем общения покупателей друг с другом. 

Обозначим x(t) – число покупателей, знающих о новинке в момент вре-
мени t . Изменение  этой величины будет пропорционально количеству знаю-
щих о новинке, также числу покупателей, не знающих о ней, и промежутку 
времени dt, за которое это изменение происходит:  

( )dtxNkxdx −= ,                                                    (9) 

при этом ( )
γ
Nx =0 . 

Разделим переменные и интегрируя, получим Ckt
xN

x
N

+=
−

ln1 . 

Учитывая начальные условия, получим зависимость:  

( ) NktNkt

Nkt

e
N

e
Neх −−+

=
−+

=
111 γγ

.                                     (10) 

Уравнение (10) называется уравнением логистической кривой.  
Упражнение 1. а) При выпуске нового товара на рынок фирма проводит 

рекламную акцию, в результате которой из общего числа потенциальных по-
купателей N=20000 чел о новинке узнают N/2 покупателей. После этого сведе-
ния о новом товаре распространяются с помощью передачи информации от 
одних покупателей другим. Причем изменение числа знающих о новинке x 
пропорционально как и x, так и N-x с коэффициентом пропорциональности 

6102 −⋅=k  чел/день. Составить уравнение для нахождения зависимости x(t), 
решить его и найти ( )1tx , если 301 =t  дней. 

б) При выпуске нового товара на рынок фирма проводит рекламную ак-
цию, в результате которой из общего числа потенциальных покупателей 
N=20000 чел о новинке узнают N/3 покупателей. После этого сведения о но-
вом товаре распространяются с помощью передачи информации от одних по-
купателей другим. Причем изменение числа знающих о новинке x пропорцио-
нально как и x, так и N-x с коэффициентом пропорциональности 6101 −⋅=k  
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чел/день. Составить уравнение для нахождения зависимости x(t), решить его и 
найти ( )1tx , если 151 =t  дней. 

в) При выпуске нового товара на рынок фирма проводит рекламную ак-
цию, в результате которой из общего числа потенциальных покупателей 
N=20000 чел о новинке узнают N/2 покупателей. После этого сведения о но-
вом товаре распространяются с помощью передачи информации от одних по-
купателей другим. Причем изменение числа знающих о новинке x пропорцио-
нально как и x, так и N-x с коэффициентом пропорциональности 6102 −⋅=k  
чел/день. Составить уравнение для нахождения зависимости x(t), решить его и 
найти ( )1tx , если 601 =t  дней. 

Пример 2. Изменение численности населения 
Изменение численности населения горнорудного поселка с течением 

времени описывается уравнением ( ) yy=y 41023.0 −−′ , где y=y(t), t – время 
(лет). В начальный момент времени население поселка составляло 500 чело-
век. Каким оно станет через три года? 

Разделяя переменные в уравнении ( ) yy=y 41023.0 −−′ , приходим к ра-

венству ( ) dt 
yy

dy
=

− −41023.0
. Выполняя интегрирование обеих частей этого 

равенства, получаем  14 6.0
102

ln Ct 
y

y
+=

− −
, или tCe

y
y 6.0

4102
=

− −
.  

Значение постоянной С находим из начальных условий: так как 

y(0)=500, то 4,256≈ C . Выражая теперь функцию y из tCe
y

y 6.0
4102

=
− −

, по-

лучаем t

t

e
e y 6,0

6,0

02564,01
8,512

−
= . Тогда ( ) ( ) 2685

02564,01
8,5123 8,1

8,1
≈

−
=

e
e y . 

Ответ: примерно 2685 человек. 

Упражнение 2. В поселке с населением 3000 человек распространение 
эпидемии гриппа (без применения экстренных санитарно-профилактических 

мер) описывается уравнением ( )yy
dt
dy −= 3000001,0 , где y – число заболевших 

в момент времени t; t – число недель. Сколько больных будет в поселке через 
две недели, если в начальный момент было трое больных. 
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Упражнение 3. Известно, что рост числа y=y(t) жителей некоторого 

района описывается уравнением ( )ym
m

y
dt
dy −=

2,0 , где m- максимально воз-

можное число жителей для данного района. В начальный момент времени чис-
ло жителей составляло 1% от максимального. Через какой промежуток време-
ни число жителей составит 80% от максимального ?  

Упражнение 4. а) Численность населения y(t) некоторой страны удовле-

творяют дифференциальному уравнению ( )yy
dt
dy 41012,0 −−= , где время t из-

меряется в годах. В начальный момент времени население составляло 1000 
чел. Через сколько лет население возрастает в 4 раза ? 

б) Численность населения y(t) некоторой страны удовлетворяют диффе-

ренциальному уравнению ( )yy
dt
dy 61015,0 −−= , где время t измеряется в годах. 

В начальный момент времени население составляло 10 тыс. чел. Через сколько 
лет население возрастает в  10 раз ? 

Упражнение 5.  В городе с населением 4000 чел. Распространение эпи-

демии подчиняется уравнению ( )yy
dt
dy −= 4000001,0 , где y – число заболев-

ших в момент времени t. Через какое время заболеет 90% населения, если в 
начальный момент болело 2% населения ? 

Упражнение 6. а) Скорость обесценивания оборудования вследствие его 
износа пропорциональна в каждый момент времени его фактической стоимо-
сти. Известна начальная стоимость  100000 =A  руб и стоимость в момент вре-
мени 11 =t  год  80001 =A  руб. Найти стоимость оборудования в момент вре-
мени 22 =t  года.  

б)  Скорость обесценивания оборудования вследствие его износа про-
порциональна в каждый момент времени его фактической стоимости. Известна 
начальная стоимость  120000 =A  руб и стоимость в момент времени 11 =t  год  

90001 =A  руб. Найти стоимость оборудования в момент времени 22 =t  года. 
в) Скорость обесценивания оборудования вследствие его износа пропор-

циональна в каждый момент времени его фактической стоимости. Известна 
начальная стоимость  150000 =A  руб и стоимость в момент времени  

5,11 =t  года  120001 =A  руб. Найти стоимость оборудования в момент времени  
32 =t  года. 
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Упражнение 7. а) Некоторое вещество преобразуется в другое со скоро-
стью, пропорциональной количеству непреобразованного вещества. По исте-
чении времени 51 =t  мин первого вещества было 401 =m  г, по истечении вре-
мени 152 =t  мин - 102 =m  г. Найти массу вещества в начале процесса. 

б) Некоторое вещество преобразуется в другое со скоростью, пропор-
циональной количеству непреобразованного вещества. По истечении време-
ни 31 =t  мин первого вещества было 281 =m  г, по истечении времени  

92 =t  мин - 72 =m  г. Найти массу вещества в начале процесса. 
в) Некоторое вещество преобразуется в другое со скоростью, пропор-

циональной количеству непреобразованного вещества. По истечении време-
ни 51 =t  мин первого вещества было 901 =m  г, по истечении времени 102 =t  
мин - 102 =m  г. Найти массу вещества в начале процесса. 

Пример 3. Спрос и предложение. 
Как известно, спрос и предложение – экономические категории товарно-

го производства, возникающие и функционирующие на рынке, в сфере товар-
ного обмена. При этом спрос – представленная на рынке потребность в това-
рах, а предложение – продукт, который есть на рынке или может быть достав-
лен на него. Одним из экономических законов товарного производства являет-
ся закон спроса и предложения, который заключается во взаимозависимости 
спроса и предложения и их объективном стремлении к соответствию. В про-
стейших ситуациях спрос на товар ( предложение товара) предполагается за-
висящим лишь от его цены. В более сложных случаях в расчет принимается 
также зависимость спроса ( предложения ) от скорости изменения цены. 

Рассмотрим следующую задачу. Пусть в течение некоторого (достаточно 
продолжительного) времени крестьянин продает на рынке фрукты (например, 
яблоки), причем продает их после уборки урожая, с недельными перерывами. 
Тогда, при имеющихся у крестьянина запасах фруктов недельное предложение 
будет зависеть как от ожидаемой цены в наступающей неделе, так и от пред-
полагаемого изменения цены в последующие недели. Если в наступающей не-
деле предполагается, что цена упадет, а последующие недели повысится, то 
предложение будет сдерживаться при условии превышения ожидаемого по-
вышения цен над издержками хранения. При этом предложение товара в бли-
жайшую неделю будет тем меньшим, чем большим предполагается в даль-
нейшем повышение цены. И наоборот, если в наступающей неделе цена будет 
высокой, а затем ожидается ее падение, то предложение увеличится тем боль-
ше, чем большим предполагается понижение цены в дальнейшем. 
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Если обозначить через p цену на фрукты в наступающей неделе, а через 
p′  - так называемую тенденцию формирования цены ( производную цены во 
времени ), то как спрос, так и предложение будут функциями указанных вели-
чин. При этом, как показывает практика, в зависимости от разных факторов 
спрос и предложение могут быть различными функциями цены и тенденции 
формирования цены. В частности, одна из таких функций задается линейной 
зависимостью, математически описываемой соотношением cbppay ++′= , 
где a,b,c – некоторые вещественные постоянные. А тогда, если, например, в 
рассматриваемой задаче цена на фрукты вначале составляла 1 р за 1 кг, через t 
недель она была уже p(t) р за 1 кг, а спрос q и предложение s определялись со-
ответственно соотношениями 1244   ,3924 −+′=+−′= ppsppq , то для того 
чтобы спрос соответствовал предложению, необходимо выполнение равенства 

12443924 −+′=+−′ pppp . Отсюда приходим к дифференциальному уравне-

нию  
1010
dt

p
dp

−=
−

,  интегрируя которое, находим: Ctp ln
10

10ln +−=− , зна-

чит 1010 1010
tt

CepCep
−−

±=⇒=− . Учтем начальные условия p=1 при t=0: 

9101 =⇒±= cC . Окончательно получаем 10910
t

ep
−

=  . Так как 10lim =
∞→

p
t

, 

имеет место устойчивость. Если ∞=
∞→

p
t
lim , то равновесная цена растет и имеет 

место инфляция. Таким образом, если требовать, чтобы между спросом и 
предложением все время сохранялось равновесие, необходимо, чтобы цена 
изменялась в соответствии с полученной формулой. 

Упражнение 8. Функции спроса и предложения имеют вид: 

dt
dppx

dt
dppy 415  ,3225 +−=+−= .  

а) Найти зависимость равновесной цены от времени, если в начальный 
момент p=9.  

б) Найти p
t ∞→
lim . Является ли равновесная цена устойчивой? 

в) Построить график зависимости равновесной цены от времени. 
Упражнение 9. Функции спроса и предложения имеют вид: 

dt
dppx

dt
dppy 3228  ,419 +−=++= .  

а) Найти зависимость равновесной цены от времени, если в начальный 
момент p=20.  
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б) Найти p
t ∞→
lim . Является ли равновесная цена устойчивой ? 

в) Построить график зависимости равновесной цены от времени. 

Упражнение 10. Функции спроса и предложения имеют вид: 

dt
dppx

dt
dppy 5270  ,4250 −+=−−= .  

а) Найти зависимость равновесной цены от времени, если в начальный 
момент p=10.  

б) Найти p
t ∞→
lim . Является ли равновесная цена устойчивой? 

в) Построить график зависимости равновесной цены от времени. 
Упражнение 11. Функции спроса и предложения имеют вид: 

dt
dppx

dt
dppy ++=−−= 20   ,430 .  

а) Найти зависимость равновесной цены от времени.  
б) Является ли равновесная цена устойчивой ? 
в) Построить график зависимости равновесной цены от времени. 
Упражнение 12. Функции спроса и предложения имеют вид: 

dt
dppx

dt
dppy 3140   ,2100 −+=−−= .  

а) Найти зависимость равновесной цены от времени, если в начальный 
момент p=5.  

б) Найти p
t ∞→
lim . Является ли равновесная цена устойчивой ? 

в) Построить график зависимости равновесной цены от времени. 
Упражнение 13. Функции спроса и предложения имеют вид: 

dt
dppx

dt
dppy 2326   ,3454 ++=−−= .  

а) Найти зависимость равновесной цены от времени, если в начальный 
момент p=6.  

б) Найти p
t ∞→
lim . Является ли равновесная цена устойчивой ? 

в) Построить график зависимости равновесной цены от времени. 
Упражнение 14. Функции спроса и предложения имеют вид: 

dt
dppx

dt
dppy ++=+−= 2120   ,43100 .  

а) Найти зависимость равновесной цены от времени, если в начальный 
момент p=10.  
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б) Найти p
t ∞→
lim . Является ли равновесная цена устойчивой ? 

в) Построить график зависимости равновесной цены от времени. 
 

В некоторых случаях представляет интерес функция спроса при данной 
эластичности. Эластичность – эта мера реагирования одной переменной вели-
чины на изменение другой. Эластичность функции приближенно показывает, 
на сколько процентов изменится одна переменная в результате изменения дру-

гой переменной на 1% и определяется с помощью соотношения ( ) xx y
y
xyE ′⋅=  

или ( )
dx
dy

y
xyEx ⋅= . Эластичность функции применяется при анализе спроса и 

предложения от цены ( ценовая эластичность ). Она показывает реакцию спро-
са или предложения на изменение цены и определяет, на сколько процентов 
приближенно изменится спрос или предложение при изменении цены на 1%.  

Если эластичность спроса ( ) 1>yEx , то спрос считается эластичным, ес-

ли ( ) 1=yEx - нейтральным ( с единичной эластичностью ), а если ( ) 1<yEx - 
неэластичным относительно цены. 

Если известна эластичность спроса на некоторый товар, то можно найти 
функцию спроса. 

Пример 4.  Эластичность ( )
3
1

−=yE p  для любых значений p. Найти 

функцию спроса. 

Воспользуемся определением эластичности ( )
dp
dy

y
pyE p = . Получим  

дифференциальное уравнение с разделяющимися переменными: 

.3
3
1

p
dp

y
dy

dp
dy

y
p

−=⇒−=  Интегрируем и получаем уравнение спроса: 

CpyCyy
p

dp
y

dy
=⇒+−=⇒−= ∫∫ 3lnlnln33 . Для определения С нужна до-

полнительная информация. 
Упражнение 15. Найти функцию спроса у=у(р), если эластичность  

( )yE p  постоянна и задана цена р при некотором значении имеет следую- 

щий вид:  

а) ( )
2
1

−=yE p ,  р=5 при у=2; 
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б) ( ) 3−=yE p ,  р=2 при у=27. 

в) ( ) 2−=yE p ,  р=10 при у=4. 

г) ( )
5
4

−=yE p ,  р=15 при у=1. 

д) ( ) 2−=yE p ,  р=3 при 
6
1

=y . 

Упражнение 16. Найти функцию спроса, если известно значение цены р 
при некотором спросе у и эластичность имеет следующий вид. 

а) 
y

yE p
100−

= , 90,1000 =<< py  при y=10. 

б) 
20−

=
p

pE p , 18,200 =<< pp  при y=1. 

в) 
y

yE p
300−

= , 36,3000 =<< py  при y=12. 

г) 
40−

=
p

pE p , 10,400 =<< pp  при y=3. 

3. Применение дифференциального уравнения естественного роста в 
экономической динамике 

В природе и обществе встречаются многочисленные процессы, в ходе 
которых некоторые величины изменяются по следующему закону: в течении 
любого промежутка времени фиксированной длительности t∆  значение вели-
чины меняется в одно и то же число раз. Процессы, в которых некая величина 
увеличивается  за равные промежутки времени в одно и то же число раз назы-
вают процессами естественного роста. Если допустить, что значение величины 
y(t) меняется в одно и то же число раз не в течение промежутка фиксирован-
ной длины t∆ , а мгновенно, то мы приходим к процессу, при котором ско-
рость изменения величины v(t) в момент времени t пропорциональна значению 
этой величины в тот же момент времени. Уравнение, описывающее этот про-
цесс, можно записать так: v(t)= ky(t). Так как ( ) ( )tytv ′= , то получим диффе-
ренциальное уравнение с разделяющимися переменными  )()( tkyty =′ , которое 
называют дифференциального уравнения естественного роста. ( Впервые его 
получил Якоб Бернулли  в  1695 год ). 

Рассмотрим использование этого уравнения в разных задачах. 
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Пример 5. Истощение ресурсов Земли или рост народонаселения 
Рассмотрим задачу, волнующую многих людей  в 21 веке, а именно: ис-

тощение ресурсов производства продуктов. Запас ресурсов ограничен, часть 
этих ресурсов невосполнима. Например, часть пахотных земель ежегодно вы-
ходит  из обращения как за счет естественных причин (эрозия почв, их засоле-
ние, заболачивание и т.п.), так и за счет варварского хозяйствования человека 
и техногенных катастроф. Таким образом, человеку необходимо знать как дол-
го земля еще сможет прокормить все увеличивающееся население планеты. 
Определим, в каком году будет достигнут предел, после которого планета не 
сможет производить необходимое для поддержания всех людей сытыми коли-
чество пищи. 

Возьмем достоверные условия: в настоящее время для обеспечения пи-
щей одного человека необходима площадь 0,1 га. На земном шаре 4000 млн га 
пахотной земли. Поэтому население земли, если не учитывать новых источни-
ков пищи, не должно превышать 40 млрд человек. 

Когда будет достигнут этот предел насыщения населения, если оно не-
прерывно растет со скоростью 1,8% в год?  

Используем для решения задачи дифференциальное уравнение естест-
венного роста 

)()( tkyty =′ .                                                    (11) 

Решая уравнение естественного роста: kdt
y

dyky
dt
dy

=⇒= , находим его 

интеграл: Ckty lnln += . Откуда общим решением является показательная 

функция: ktCety =)( , где k – мальтузианский коэффициент линейного роста.  
(показательная функция в данном виде была предложена Томасом Мальтусом 
(1798) для прогнозирования роста населения Земли). 

Т.к. ежегодный прирост величины y(t) составляет p% - то скорость изме-

нения величины составит )(
100

typ , следовательно, коэффициент 
100

pk =   

(см. (11)). Подставляем параметры и  выводим формулу для нахождения  
нашей задачи. 

              100
0)(

pt

eytY =  .                                                 (12) 

За t0  возьмем 1999 год, когда население земли составляло 9
0 106 ⋅=y  че-

ловек.  Тогда подставив значения, имеем:  tetY 018,09106)( ⋅= .  Ищем такое t, 
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при котором население Земли достигнет критического уровня:  
tetY 018,099 1061040)( ⋅=⋅= . Получаем 105667,6018,0 =⇒≈ te t  лет.               

Ответ: Примерно в 2104 году мир достигнет насыщения. 
Данный год рассчитан при условии того темпа роста, который наблю-

дался в 20-веке и начале 21-ого, т.е. если человечество сможет начать регули-
ровать рождаемость, то этот страшный год можно будет передвинуть на более 
позднюю дату, либо будут найдены новые источники ресурсов или более со-
вершенные технологии. 

Упражнение 17.Известно, что рост количества бактерий в  сосуде удов-
летворяет уравнению )()( tkyty =′  с постоянной k=pm=0,2. Пусть в начальный 
момент времени количество бактерий составляло 1%  от максимально возмож-
ного значения m. За какое время количество бактерий достигнет 80%  от  мак-
симального ? 

 
Пример 6.  Рост денежного вклада в банке 

Еще издавна человека интересовал вопрос, какова была бы сумма его 
вклада, если бы он его вложил очень-очень давно, скажем  в начале нашей 
эры? Задача решается без дополнительных условиях, таких как денежные ре-
формы, например смена валюты, изменение ставки процента, изменения обес-
печенности ресурсами и товаром и т.д. 

Зададим конкретные условия: в какую сумму обратилась бы копейка, ес-
ли ее вложили в сберегательный банк в первый год нашей эры под 5% го-
довых?   

Предполагается, что денежные реформы не проводятся, а приращение 
производится непрерывно!  

Зададим начальную формулу: ( ) ( )tytY 05.0=′ . Используем показатель-

ную функцию, предложенную Мальтусом: ( ) ktCetY = .  Подставляем начальные 
значения:  Y(2000) = 1· e0,05·2000. Получаем:  Y(t) = 2,688·1043 коп. 

Ответ:   2,688∙1041 рублей.  
Получилось настолько большое число, что не существует его названия! 

Речь идет о сумме, которая намного превосходит все денежные запасы земно-
го шара. 

Почему до сих пор не происходило приближение к столь большой вели-
чине? Потому, что ни один вклад не лежит столь долго. 
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Пример 7.  Правило величины 70 

Часто  в средствах массовой информации мы слышим, что инфляция вы-
росла или снизилась по сравнению с предыдущим периодом. Что такое инфля-
ция и как она выражается? Инфляция – это повышение общего уровня цен. Во 
время сильной инфляции происходит дисбаланс в экономической, политиче-
ской, социальной жизни общества.  

Для удобного расчета количества лет t необходимых для удвоения обще-
го уровня цен, было выведено правило величины 70. 

Через сколько лет удвоится уровень цен, если инфляции составляет p%  
в год? 

Правило величины 70 выглядит так: T=70/p . При инфляции в 7,3% в 
2012  T=70/7,3≈9,6 лет.  При инфляции в 12% уровень цен удвоится примерно 
через (70/12) шесть  лет. Правило величины 70 может быть использовано и в 
случае, когда нужно установить, сколько потребуется времени, чтобы удвои-
лись личные сбережения в Сбербанке.                               

Но как же вывели такую закономерность? Используя показательную 

функцию 100
0)(

pt

eytY =  (см. задачу истощения ресурсов Земли), получаем что                                                             
2y0=y(t). Следовательно, подставив значения мальтузианского коэффициента 
k=p/100, получаем: 2y0=y0e(pt/100). Выразим: t=(100·ln2)/p. Тк.  ln2≈0,7 , то 
T≈70/p.                                                     

Если бы нам необходимо было найти тот момент времени, когда про-
изойдет утроение цен, то мы под значение логарифма, вместо числа 2 подста-
вим число 3 и получим T≈110/p. Нами было найдено, что через 9,6 лет уровень 
цен увеличится вдвое, другими словами говорят, что за это время покупатель-
ная способность денег снизилась, деньги обесценились - утратили половину 
своей реальной стоимости.  

 
Пример 8: Изменение объема продукции,  реализованной к моменту 

времени t 
Пусть y=y(t) - объем продукции,  реализованной к моменту времени t. 

Предположим, что цена на данный товар остается постоянной (в пределах рас-
сматриваемого промежутка времени). Тогда функция y=y(t) удовлетворяет то-
му же уравнению )()( tkyty =′ , где k=mpl, m – норма инвестиций, p – продаж-
ная цена, l – коэффициент пропорциональности между величиной инвестиций 
и скоростью выпуска продукции. 
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Рассмотрим задачу: выяснить, по истечении какого промежутка времени 
объем реализованной продукции удвоится по сравнению с первоначальным, 
если значение коэффициента пропорциональности k в уравнении )()( tkyty =′  
равно 0,1. На сколько процентов следует увеличить норму инвестиций, чтобы 
промежуток времени, необходимого для удвоения объема реализованной про-
дукции уменьшился на 20%. 

Решим уравнение )()( tkyty =′ . Получим ( )0
0

ttkeyy −= , где ( )00 tyy = . По-

лагая 00 2,1.0,0 yykt === , приходим к равенству teyy 1.0
002 = . Откуда 

 ,t= 9362ln10 ≈ (ед.времени). Полагая теперь t =t 8.01 , получаем, 

k k=k 25.1
8.01 = , т.е. норму инвестиций следует увеличить на 25%. 

Ответ:  ,t 936≈ (ед.времени), норму инвестиций следует увеличить на 25%. 

Упражнение 18. Найти зависимость y=y(t) объема реализованной про-

дукции от времени, предполагая, что цена р на товар задается функцией 

( ) ( ) 127 −− ⋅+= yyp y , норма инвестиций m=0,8, коэффициент пропорциональ-

ности l=0,5,  значение y(0)=1. 

Упражнение 19. Предполагая, что  цена р на товар задается функцией 

( ) ( ) 135 −− ⋅⋅+= yeyp y , норма инвестиций m=0,6, коэффициент пропорцио-

нальности l=0,4,  значение y(0)=1, найти зависимость y=y(t) объема реализо-

ванной продукции от времени. 

Упражнение 20. В условиях ненасыщаемости рынка найти объем произ-

водства по истечении 6 месяцев, если в начальный момент времени объем 

производства ( ) 2400 == yy  (усл.ед.), при норме инвестиций 0,6, продажной 

цене равной 0,15 (усл.ед.) и l=0,4. 

Пример 9. Задача о кредитовании 

Пусть заимодавец платит кредитору p%  от занятой суммы 0y  за год; 
сколько он должен уплатить за год на каждую единицу занятой суммы, если 
проценты нарастают непрерывно? 

Поскольку проценты нарастают непрерывно, то скорость y'(t) изменения 
величины долга y(t) в момент времени t пропорциональна значению этой вели-
чины в тот же момент времени. Следовательно, закон изменения долга описы-
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вается дифференциальным уравнением )()( tkyty =′ . Найдем общее решение 
этого уравнения. Разделяя переменные в уравнении )()( tkyty =′ , имеем  

kdt
y

dyky
dt
dy

=⇒= , находим его интеграл: Ckty lnln += . Откуда общим ре-

шением является показательная функция: ktCety =)( , Поскольку ежегодный 
прирост величины y(t)  составляет р%, то скорость изменения величины со-
ставляет р/100 от y(t) и коэффициент k = р/100. Кроме того, по условию задачи 
( ) 00 yy = . Поэтому сумма, которую заимодавец должен уплатить кредитору от 

занятых 0y  денежных единиц за t лет, составит ( ) 100
0

pt

eyty = . От каждой еди-

ницы занятой суммы заимодавец обязан уплатить ( ) 100
pt

ety = . А за год эта сум-

ма составит ( ) 1001
pt

ey =  денежных единиц.  
 

4. Применение теории дифференциальных уравнений в непрерыв-
ных моделях экономики 

Рассмотрим некоторые примеры применения теории дифференциальных 
уравнений в непрерывных моделях экономики, где независимой переменной 
является время T. Такие модели достаточно эффективны при исследовании 
эволюции экономических систем на длительных интервалах времени; они яв-
ляются предметом исследования экономической динамики. 

Пример 10. Модель естественного роста выпуска 

Будем полагать, что некоторая продукция продается по фиксированной 
цене Р. Обозначим через Q(T) количество продукции, реализованной на мо-
мент времени T; тогда на этот момент времени получен доход, равный PQ(T). 
Пусть часть указанного дохода расходуется на инвестиции в производство 
реализуемой продукции, т.е.  

( ) ( )tmPQtI =                                                (13),  
где коэффициент пропорциональности  m - норма инвестиции (постоянное 
число), 0 < m < 1. (другими словами величина инвестиций составляет фикси-
рованную часть дохода) 

Если исходить из предположения о ненасыщаемости рынка (или о пол-
ной реализации производимой продукции), то в результате расширения произ-
водства будет получен прирост дохода, часть которого опять будет использо-
вана для расширения выпуска продукции. Это приведет к росту скорости вы-
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пуска (акселерации), причем скорость выпуска пропорциональна увеличению 
инвестиций, т. е.  

( ) ( )tIltQ ⋅=′ .                                                    (14) 
где 1/l — норма акселерации. Подставив в (14) формулу (13), получим  

( ) kQtQ =′ , lmPk = .                                                            (15) 

Дифференциальное уравнение (15) представляет собой уравнение перво-
го порядка с разделяющимися переменными. Общее решение этого уравнения 
имеет вид ktCeQ = , где С - произвольная постоянная.  

Пусть в начальный момент времени 0TT =  зафиксирован (задан) объем 
выпуска продукции 0Q . Тогда из этого условия можно выразить постоянную 

С: ktkt eQCCeQ −=⇒= 00 . Отсюда получаем решение задачи Коши для этого 
уравнения: 

( )0
0

ttkeQQ −= .                                                                (16) 
Заметим, что математические модели обладают свойством общности. 

Так, из результатов биологических опытов следует, что процесс размножения 
бактерий также описывается уравнением (15). Процесс радиоактивного распа-
да подчиняется закономерности, установленной формулой (16). 

 

Пример 11. Рост выпуска в условиях конкуренции 

В этой модели мы снимем предположение о ненасыщаемости рынка, по-
скольку на практике условие насыщаемости рынка может быть принято только 
для достаточно узкого временного интервала. Пусть Р = Р(Q) - убывающая 
функция, т. е. с увеличением объема продукции на рынке цена на нее падает: 
dP/dQ < 0. Теперь из формул (13)-(15) мы получаем нелинейное дифференци-
альное уравнение первого порядка относительно Q с разделяющимися пере-
менными:  

( ) lmQQPQ ==′ αα   , .                                                     (17) 
Поскольку все сомножители в правой части этого уравнения положи-

тельны, то Q' > 0, т. е. функция Q(T) возрастающая. 
Характер возрастания функции определяется ее второй производной. Из 

уравнения (17) получаем: 

 ( ) 







⋅+′=








+′=







 ′+′=′′
P
Q

dQ
dPPQQ

dQ
dPPQQ

dQ
dPQQPQQ 1ααα . 
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Это равенство можно преобразовать, введя эластичность спроса 

( )
Q
P

dP
dQPE ⋅= ,  так как 0<

dP
dQ , а значит, и Е < 0, окончательно получаем  









−′=′′

E
PQQ 11α .                                                          (18) 

Из уравнения (18) следует, что Q" > 0 при эластичном спросе, т. е. когда 
|Е| > 1, и график функции Q(T) имеет направление выпуклости вниз, что озна-
чает прогрессирующий рост. При неэластичном спросе |Е| < 1, и в этом случае 
Q" < 0 — направление выпуклости функции Q(T) вверх, что означает замед-
ленный рост (насыщение). 

Для простоты примем зависимость P(Q) в виде линейной функции 
( ) 0  ,0  , >>−= babQaQP , (рис.1). 

 

0 

P 

Рис.1 a/b Q 

a 

 

 

0 

Q 

  

a/(2b) 

a/b 

1>E  

1<E  

 
Рис. 2 

Тогда уравнение (17) имеет вид  
( )QbQaQ −=′ α ,                                                        (19),  

откуда 
 ( )bQaQQ 2−′=′′ α                                             (20) 

t 
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Из соотношений (19) и (20) получаем: Q' = 0 при Q = 0 и при Q = а/b. 
Также Q" > 0 при Q < а /(2B) и Q" < 0 при Q > А/(2B); таким образом, 
Q=A/(2B) - точка перегиба графика функции Q=Q(T). Приведенный на рис. 2, 
график этой функции (одной из интегральных кривых дифференциального 
уравнения (19)) носит название логистической кривой. 

Аналогичные кривые характеризуют и другие процессы, например раз-
множение бактерий в ограниченной среде обитания, динамику эпидемий внут-
ри ограниченной общности биологических организмов и др. 

Рассмотрим в качестве иллюстрации вышесказанного конкретную зада-
чу. Найти выражение для объема реализованной продукции y=y(t), если из-
вестно, что кривая спроса p(y)=2-y, норма акселерации 1/l=2, норма инвести-
ций m=0.5, y(0)=0.5. 

В этом случае уравнение (17) принимает вид ( )yyy −=′ 2  или 

( ) dt
yy

dy
=

−2
. Выполняя почленное интегрирование, получаем 

122ln Ct
y

y
+−=

−
  или tCe

y
y 22 −=
−

, где 1CeC ±= . Учитывая, что y(0)=0.5, по-

лучаем, что С=3. Выражая теперь y, окончательно имеем te
y 231

2
−+

= . График 

данной функции схематично изображен на рис. 3. 

 

0 

Y 

 

t 

1 

2 

Неэластичный 
спрос 

Эластичный 
спрос 

1/2 

 
Рис. 3 

В данном случае эластичность спроса задается функцией ( )
y

yyE p
2−

=  и 

условие ( )
y

y
dp
dy

y
pyE p

2−
== , определяющее положение точки перегиба на 

кривой, дает y=1. 
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5. Линейные  дифференциальные уравнения 1-го порядка 
 
5.1. Линейные однородные дифференциальные уравнения 1-го  

                  порядка 
 

Это – уравнения вида  
  0)( =+′ yxpy .                                                       (21) 

Линейным оно называется потому, что и неизвестная  функция y , и её 
производная у′  входят в это уравнение линейно (в первой степени) - аналогич-
но тому, как входят x  и y  в линейную функцию bkxy += . А добавка «одно-
родное» связана с тем, что правая часть уравнения (21) представляет собой 
нуль. Если же правая часть будет не равна нулю, то такое уравнение будет на-
зываться линейным неоднородным. 

Уравнение (21) является заодно и уравнением с разделяющимся перемен-
ными вида при )()(1 xpxf −=  и yyf =)(2 . Из этого следует схема его решения. 
(см. ранее) 

 

5.2. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения 1-го  
        порядка 
 Это -  уравнения вида     

)()( xfyxpy =+′ .                                                (22) 
Теорема: Общее решение уравнения (22), содержащее все его частные 

решения, может быть получено по формуле 
                             )()( *0 xyxCyy += ,                                                (23) 

где )(0 xCy  – общее решение линейного однородного уравнения (21), а )(* xy  – 
какое–либо частное решение линейного неоднородного уравнения (22). 

Согласно формуле (23), определяющей структуру общего решения ли-
нейного неоднородного уравнения (22), получение  этого общего решения 
равносильно решению двух частных проблем.  

Проблема 1: решить линейное однородное дифференциальное уравнение 
(21) и получить его общее решение . 

Проблема 2: найти (или подобрать) какое - либо частное решение 
)(** xyy =  неоднородного уравнения (22). 

Схема решения первой из этих проблем указана выше. А вторую пробле-
му для произвольной функций )(xf  можно решить так называемым методом 
вариации произвольной постоянной. 
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Суть этого метода в следующем. Будем искать частное решение )(** xyy =  
неоднородного дифференциального уравнения (22) в виде 

                               )()( 0* xyxCy = .                                                 (24) 

То есть в виде, аналогичном виду общего решения линейного однород-
ного уравнения (21), только с заменой произвольной константы С на неизвест-
ную функцию )(xC . Находя из (24)  *y′  

)()()()( 00* xyxCxyxCy ′+′=′ .                                          (25) 

и подставляя в уравнение (22) вместо y  и y′  выражения (24) и (25) для *y  и *y′ , 
получим: 

[ ] )()()()()()()( 000 xfxyxpxyxCxyxC =+′+′ .                            (26) 

Учитывая, что )(0 ху  - одно из частных решений линейного однородного 
уравнения (21), получаем, что квадратная скобка в (26) равна нулю. Значит, 
(26) принимает вид: 

)()()( 0 xfxyxC =′ .                                                (27) 

Отсюда находим )(xC′ , а по ней и )(xC : 

CxFdx
xy
xfxC

xy
xfxC +==⇔=′ ∫ )(

)(
)()(

)(
)()(

00
= 

=| отбрасываем С, чтобы получить конкретную функцию 
 )(xC | = )(хF .                                                    (28)       

Подставляя найденную функцию )(xC  в формулу (24), получим искомое 
частное решение )(** xyy =  неоднородного уравнения (22). А затем, по форму-
ле (23), получим и общее решение этого уравнения . 

Пример. Решить дифференциальное уравнение 
    xytgxy sin2+=′ .                                                 (29) 

Решение. Данное уравнение 
xytgxy sin2=⋅−′                                                  (30) 

имеет вид (22) при tgxxp −=)(  и xxf sin2)( = , то есть является линейным не-
однородным дифференциальным уравнением первого порядка. Следовательно, 
его общее решение, содержащее все его частные решения, может быть найде-
но по формуле (23). Найдем оба слагаемых этой формулы. Для этого решим 
следующие две проблемы. 
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Проблема 1. Решим соответствующее неоднородному уравнению (30) од-
нородное уравнение  

0=⋅−′ ytgxy                                                       (31) 

и найдем его общее решение )(0 xCyy = .  

∫ ∫ ⇔+−=⇔=⇔=⇔⋅=⇔=⋅−′ Cxytgxdx
y

dytgxdx
y

dyytgx
dx
dyytgxy coslnln0

⇔±=⇔=⇔=⇔=+⇔ CC exyexyCxyCxy coscoscoslncoslnln

)(
cos

cos 0 xCyy
x

CyCxy =⇔=⇔=⇔ ,  где   
x

ху
cos

1)(0 = . 

Итак,    
x

СхCуy
cos

)(0 ==    (
x

ху
cos

1)(0 = )                            (32) 

 - общее решение линейного однородного уравнения (31). 

Проблема 2. Найдем частное решение )()( 0* xyxCy =  линейного неодно-
родного уравнения (30). Функция )(0 xy  уже найдена. А функцию )(xC  найдем 
по схеме (38): 

.2cos
2
1|С отбросим|2cos

2
1

2sincossin2

cos
1

sin2
)(
)()(

0

xCx

xdxxdxxdx

x

xdx
xy
xfxC

−==+−=

===== ∫∫∫∫
             (33) 

Итак,             

 
x
xxyxCy

cos2
2cos)()( 0* −==                                              (34) 

- частное решение линейного неоднородного дифференциального уравнения (30). 

А теперь по формуле (23) с учетом (32) и (34) запишем и искомое общее 
решение линейного неоднородного уравнения (30): 

.
cos2

2cos
cos x

x
x

Cy −=                                                 (35) 

Рассмотрим еще один способ решения линейных неоднородных диффе-

ренциальных уравнений 1-го порядка. 

Будем искать решение уравнения в виде произведения двух функций от х:  

y= u(x)v(x).                                                 (36).  
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Одну из этих функций можно взять произвольной, другая определится 

на основании уравнения )()( xfyxpy =+′ . 

Дифференцируя обе части равенства (36)  находим: 
dx
duv

dx
dvu

dx
dy

+= . 

Подставляя полученное выражение производной 
dx
dy  в уравнение 

)()( xfyxpy =+′  получим ( ) ( )xfuvxp
dx
duv

dx
dvu =++  или 

( ) ( )xf
dx
duvvxp

dx
dvu =+






 + . Выберем функцию v(x) такой, что ( ) 0=+ vxp

dx
dv . 

Разделяя переменные в этом дифференциальном уравнении относительно 

функции v(x), находим ( )dxxp
v
dv

−= . Интегрируя, получаем 

( )dxxpvC ∫−=+− lnln 1  или ( ) ( )∫= − dxxpeCxv 1 . Так как нам достаточно какого-

нибудь отличного от нуля решения уравнения )()( xfyxpy =+′ , то за функ-

цию v(x) возьмем: ( ) ( )∫= − dxxpexv , где ( )dxxp∫  - какая-нибудь первообразная. 

Очевидно, что ( ) 0≠xv .  
Подставляя найденное решение v(x) в уравнение )()( xfyxpy =+′  с уче-

том ( ) 0=+ vxp
dx
dv , получаем ( ) ( )xf

dx
duxv =  или ( )

( )xv
xf

dx
du

= , откуда 

( ) ( )
( ) Cdx
xv
xfxu += ∫ . Подставляя u(x)  и  v(x) в формулу (36), окончательно по-

лучаем ( ) ( )
( ) 








+= ∫ Cdx

xv
xfxvy  или ( ) ( )

( ) ( )xCvdx
xv
xfxvy += ∫ . 

 

Пример 12. Найти функцию дохода ( )tYY = , если известно, что величи-
на потребления задаётся функцией tC 2= , коэффициент капиталоёмкости 

прироста дохода ( ) 20,
2
1

== Yb . 

Решение: Известно, что функция дохода равна ( ) ( ) ( )tCtItY += , где ( )tI   
– сумма инвестиций, ( )tC  – величина потребления. А также имеет место диф-
ференциальное уравнение ( ) ( )tItYb =′ , где b – коэффициент капиталоёмкости 
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прироста дохода. По условию задачи составим дифференциальное уравнение: 

( ) ( ) ttYtY 2
2
1

+′= ,  или ( ) ( ) ttyty 42 −=−′ . 

Итак, функция дохода удовлетворяет линейному неоднородному урав-
нению первого порядка. Будем искать его решение в виде Y(t)=u(t)v(t). 

Тогда uvvuy ′+′=′ , подставим в уравнение tuvuvvu 42 −=−′+′ , откуда 

( ) ( )




−=′
=−′

⇒−=−′+′
tvu

vvu
tvvuvu

4
02

42 . Решаем первое уравнение системы 

dt
v
dv 2= . ∫∫ =⇒=⇒= tevtvdt

v
dv 22ln2 . Подставим полученное значение 

функции v во второе уравнение: ∫ −−=⇒−=′ dtteduteu tt 22 44 , интегрируя по 

частям, получаем Ceteu tt ++= −− 222 . Таким образом, общее решение y=uv  
или 12)2( 2222 ++=++= −− tCeeCetey tttt . Используя начальные условия 
Y(0)=2, найдём C:  2=C+1 или  C=1. Итак, функция дохода имеет вид 

122 ++= tey t . 

6. Дифференциальные уравнения второго порядка  

 6.1. Линейные однородные уравнения второго порядка с постоян-
ными коэффициентами 

Вначале кратко вспомним метод решения дифференциальных уравнений 
второго порядка с постоянными коэффициентами.  

Имеем линейное однородное уравнение второго порядка 
0=+′+′′ qyypy ,                                            (37) 

где p и q – постоянные действительные числа. Чтобы найти общий интеграл 
этого уравнения, достаточно, как было показано выше, найти два линейно не-
зависимых частных решения. 

Будем искать частные решения в виде  
kxey = , где k – const;                                     (38) 

тогда 
kxkx ekykey 2   , =′′=′ . 

Подставляя полученные выражения производных в уравнение (37), нахо-
дим: ( ) 02 =++ qpkkekx . Так как 0≠kxe , то, значит,  
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02 =++ qpkk .                                                      (39) 

Следовательно, если k будет удовлетворять уравнению (37), то kxe  будет 
решением уравнения (37). Уравнение (39) называется характеристическим 
уравнением по отношению к уравнению (37). 

Характеристическое уравнение есть квадратное уравнение, имеющее два 

корня:  qppkqppk −−−=−+−=
42

    ,
42

2

2

2

1 . 

Возможны следующие случаи: 
1) k1  и  k2 – действительные и при том не равные между собой числа 

( )21 kk ≠ ; 

2)   k1  и  k2 – действительные равные числа ( )21 kk = . 

3)   k1  и  k2 – комплексные числа; 
Рассмотрим каждый случай отдельно. 

1) Корни характеристического уравнения действительны и различны: 
( )21 kk ≠ . В этом случае частными решениями будут функции  

xkxk eyey 21
21    , == . 

Эти решения линейно независимы, так как 

( ) conste
e
e

y
y xkk

xk

xk

≠== − 12

1

2

1

2 . 

Следовательно, общий интеграл имеет вид xkxk eCeCy 21
21 += . 

Пример . Решить уравнение 02 =−′+′′ yyy . 

Решение. Составим характеристическое уравнение: 

022 =−+ kk . 
Находим корни характеристического уравнения: 

.2,1  ,2
4
1

2
1

212,1 −==+±−= kkk  

Общий интеграл есть xx eCeCy 2
21

−+= . 

2) Корни характеристического уравнения действительны и равные: 

( )21 kk = . Одно частное решение xkey 1
1 =  получается на основании предыду-

щих рассуждений. Нужно найти второе частное решение линейно независимое 
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с первым (функция xkey 2
2 =  тождественно равна xkey 1

1 =  и поэтому не может 

рассматриваться в качестве второго частного решения). 

Будем искать второе частное решение в виде: ( ) xkexuy 1
2 = , где u(x) – не-

известная функция, подлежащая определению. 
Дифференцируя, находим 

( ), 112
111 ukueuekeuy xkxkxk +′=+′=′  

( ).22 2
11

2
112

1111 ukukueuekeukeuy xkxkxkxk +′+′′=+′+′′=′′  

 
Подставляя выражения производных в уравнение (37), получаем 

( ) ( )[ ] .02 1
2

11
1 =+++′++′′ uqpkukupkue xk  

Так как k1 – кратный корень характеристического уравнения, то 

01
2

1 =++ qpkk . Кроме того, 
221
pkk −==  или 02   ,2 11 =+−= pkpk . 

Следовательно, для того чтобы найти u(x), надо решить уравнение 

01 =′′ue xk  или 0=′′u . Интегрируя, получаем u=Ax+B. В частности, можно по-
ложить  A=1,B=0; Тогда u=x. Таким образом, в качестве второго частного ре-
шения можно взять: 

xkxey 1
2 = . 

 
Это решение линейно независимо с первым, так как  

.
1

2 constx
y
y

≠=  

Поэтому общим интегралом будет функция  

( )xCCexeCeCy xkxkxk
2121

111 +=+= . 

Пример. Решить уравнение 044 =+′−′′ yyy . 

Решение. Составим характеристическое уравнение: 0442 =+− kk . 
Находим корни характеристического уравнения:  221 == kk . Общим ин-

тегралом будет  xx xeCeCy 2
2

2
1 += . 
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3) Корни характеристического уравнения комплексные. Так как ком-
плексные корни входят попарно сопряженными, то обозначим: 

ikik βαβα −=+= 21    , , 

где 
4

   ,
2

2pq-p
=−= βα . 

Частные решения можно записать в форме  
( ) ( )xixi eyey βαβα −+ == 21 ,                                    (40) 

- это комплексные функции действительного аргумента, удовлетворяющие 
дифференциальному уравнению (37). Перепишем комплексные решения (40) в 
виде суммы действительной и мнимой части. 

.sincos     ,sincos 21 xiexeyxiexey xxxx ββββ αααα −=+=  

Очевидно, что если какая-либо комплексная функция действительного 
аргумента ( ) ( )xivxuy +=  удовлетворяет уравнению (37), то этому уравнению 

удовлетворяют функции u(x)  и  v(x). Тогда частными решениями уравнения 
(37) будут действительные функции  

.sin     ,cos 21 xeyxey xx ββ αα ==  

Эти функции линейно независимы, т.к. . 
sin
cos

2

1 constxctg
xe
xe

y
y

x

x

≠== β
β
β

α

α

 

Следовательно, общее уравнение (37) в случае комплексных корней характе-
ристического уравнения имеет вид 

( )xCxCexeCxeCyCyCy xxx ββββ ααα sincossincos 21212211 +=+=+= , 

где С1 и С2 – произвольные постоянные. 
 

Пример. Решить уравнение 052 =+′+′′ yyy . 

Решение. Составим характеристическое уравнение: 0522 =++ kk . 
Находим корни характеристического уравнения: 

ikik 21   ,21 11 −−=+−= . Следовательно, общий интеграл : 

( )xCxCey x 2sin2cos 21 += − . 
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6.2. Линейные неоднородные уравнения второго порядка с постоян-
ными коэффициентами  ( специальная правая часть ) 

Рассмотрим линейное неоднородное уравнение второго порядка  

( )xfyayay =+′+′′ 21 .                                            (41) 

Структура общего решения такого уравнения определяется следующей 
теоремой: 

Теорема. Общее решение неоднородного уравнения (41) представляется 
как сумма какого-нибудь частного решения этого уравнения ∗y  и общего ре-
шения y  соответствующего однородного уравнения  

021 =+′+′′ yayay .                                              (42) 

  Пусть имеем уравнение  
( )xfqyypy =+′+′′ ,                                           (43) 

где p и q – действительные числа. 
У таких уравнений частное решение иногда бывает возможно найти 

проще, не прибегая к интегрированию. Эта возможность зависит от вида пра-
вой части. Рассмотрим два случая: 

1) Пусть правая часть уравнения (43) представляет собой произведение 
показательных функций на многочлен, т.е. имеет вид  

( ) ( ) x
n exPxf α= ,                                            (44) 

где ( )xPn  - многочлен n-й степени. Тогда возможны следующие частные  
случаи: 

а) Число α  не является корнем характеристического уравнения 
02 =++ qpkk . 

В этом случае частное решение нужно искать в виде 
( ) ( ) x

n
x

n
nn exQeAxAxAy αα =+++= −∗ 1

10 .                         (45) 

Действительно, подставляя ∗y  в уравнение (44) и сокращая все члены на 

множитель xeα , будем иметь: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xPxQqpxQpxQ nnnn =+++′++′′ ααα 22 .               (46) 

( ) −xQn  многочлен степени n, ( ) −′ xQn  многочлен степени n-1, ( ) −′′ xQn  
многочлен степени n-2. Таким образом, слева и справа от знака равенства сто-
ят многочлены n – oй степени. Приравнивая коэффициенты при одинаковых 
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степенях х (число неизвестных коэффициентов равно n+1),  получим систему 
n+1 уравнений для определения неизвестных коэффициентов А0, А1,А2, …,Аn. 

б) Число α  есть простой (однократный) корень характеристического 
уравнения. 

Если бы в этом случае частное решение мы стали искать в форме (45), то и 
в равенстве (46) слева получился бы многочлен степени n-1, так как коэффи-
циент при ( )xQn , т.е. ( )qp ++ αα 2 , равен нулю, а многочлены ( )xQn′  и ( )xQn′′  
имеют степень, меньшую чем n. Следовательно, ни при каких А0, А1,А2, …,Аn 
равенство (46) не было бы тождеством. Поэтому в рассматриваемом случае ча-
стное решение нужно брать в виде многочлена (n+1) –й степени, но без сво-
бодного члена. ( так как свободный член этого многочлена исчезнет при диф-
ференцировании ).  

( ) x
n exxQy α=∗ . 

в) Число α  есть двукратный корень характеристического уравнения. 
Тогда в результате подстановки в дифференциальное уравнение функции 

( ) x
n exQy α=∗  степень понижается на две единицы. Действительно, если  α  - 

корень характеристического уравнения, то ;02 =++ qpαα  кроме того, так как 
α  является двукратным корнем, то p−=α2  (так как по теореме Виета сумма 
корней приведенного квадратного уравнения равна коэффициенту при неиз-
вестном в первой степени, взятому с обратным знаком). Таким образом,  

02 =+ pα . 
Следовательно, в левой части равенства (46) остается ( )xQn′′ , т.е. много-

член (n-2) –й степени. Для того, чтобы в результате подстановки получить 
многочлен степени n, следует частное решение искать в виде произведения xеα  
на многочлен (n+2) –й степени. При этом свободный член этого многочлена и 
член в первой степени исчезнут при дифференцировании; поэтому их можно 
не включать в частное решение. 

Итак, в случае, когда α  является двукратным корнем характеристическим 
уравнения, частное решение можно брать в форме  

( ) x
n exQxy α2=∗ . 

Пример. Найти общее решение уравнения  xyyy =+′+′′ 34 . 
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Решение. Найдем общее решение соответствующего однородного урав-
нения 

xx eCeCy 3
21

−− += . 

Так как правая часть данного неоднородного уравнения имеет вид 
xxe0 (т.е. xexP 0

1 )( ), а 0 в показателе степени не является корнем характеристи-

ческого уравнения 0342 =++ kk , то частное решение будем искать в форме  
( ) 10

0
1 AxAexQy x +==∗ . 

Подставляя это выражение в заданное уравнение, будем иметь  
( ) xAxAA =++ 100 34 . 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х, получим 

034    ,13 100 =+= AAA , 

откуда  

9
4    ,

3
1

10 −== AA . 

Следовательно,  

9
4

3
1

−=∗ xy . 

Общее решение 
9
4

3
13

21 −++=+= −−∗ xeCeCyyy xx . 

Пример. Найти общее решение уравнения  ( ) xexyy 32 19 +=+′′ . 
Решение. Найдем общее решение соответствующего однородного урав-

нения 

xCxCy 3sin3cos 21 += . 

Так как правая часть данного неоднородного уравнения имеет вид 
( ) xex 32 1+  (т.е. xexP 3

2 )( ), а 3 в показателе степени не является корнем характе-

ристического уравнения 092 =+k , то частное решение будем искать в форме  

( ) ( ) xx eCBxAxexQy 320
2 ++==∗ . 

Подставляя это выражение в заданное уравнение, будем иметь  
( ) ( ) ( )[ ] ( ) xx exeCBxAxABAxCBxAx 32322 192269 +=++++++++ . 
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Сокращая на xe3  и приравнивая коэффициенты при одинаковых степе-
нях х, получим 

11862    0,18B12A   ,118 =++=+= CBAA , 

откуда  
81
5,

27
1,

18
1

=−== CBA . Следовательно, частное решение 

xexxy 32

81
5

27
1

18
1







 +−=∗  

и общее  решение xexxxCxCy 32
21 81

5
27
1

18
13sin3cos 






 +−++= . 

Пример. Найти общее решение уравнения  ( ) xexyyy 267 −=+′−′′ . 
Решение. Найдем общее решение соответствующего однородного урав-

нения 
xx eCeCy 2

6
1 += . 

Так как правая часть данного неоднородного уравнения имеет вид 
( ) xex 2−  (т.е. xexP 1

1 )( ), а коэффициент 1 в показателе степени является про-

стым корнем характеристического уравнения 0672 =+− xk , то частное реше-
ние будем искать в форме  

( ) ( ) xx eBAxxexxQy +==∗
1 . 

Подставляя это выражение в заданное уравнение, будем иметь  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) xx exeBxAxBAxBxAxABAxBxAx 26277224 222 −=+++−+−++++

 или 

( ) ( ) xx exeABAx 22510 −=+−− . 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х, получим 
225   ,110 −=+−=− ABA , 

откуда 
25
9,

10
1

=−= BA . Следовательно, частное решение 

xexxy 





 +−=∗

25
9

10
1  

и общее  решение xxx exxeCeCy 





 +−++=

25
9

10
1

2
6

1 . 

Переходим ко второму случаю, второму виду правой части. 
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2) Пусть правая часть уравнения (27) имеет вид  

( ) ( ) ( ) xexQxexPxf xx ββ αα sincos += , 

где ( ) ( )xQxP   и   - многочлены. Тогда форма частного решения определяется 
так: 

а) если число βα i+  не является корнем характеристического уравнения, 
то частное решение  уравнения (3.4.5) следует искать в виде 

( ) ( ) xexVxexUy xx ββ αα sincos +=∗ , 

где ( ) ( )xVxU    и    - многочлены, степень которых равна наивысшей степени 
многочленов ( ) ( )xQxP   и  . 

б)  если число βα i+  есть корень характеристического уравнения, то ча-
стное решение  уравнения (10) следует искать в виде 

( ) ( )[ ]xexVxexUxy xx ββ αα sincos +=∗ , 

где ( ) ( )xVxU    и    - многочлены, степень которых равна наивысшей степени 
многочленов ( ) ( )xQxP   и  . 

При этом  указанные формы частных решений сохраняются и в тех слу-
чаях, когда в правой части уравнения (43) один из многочленов ( ) ( )xQxP   и   

тождественно равен нулю, т.е. когда правая часть имеет вид ( ) xexP x βα cos  или 

( ) xexQ x βα sin . 
Пример. Найти общий интеграл линейного неоднородного уравнения 

xyyy cos252 =+′+′′ . 

Решение. Характеристическое уравнения 0522 =++ kk  имеет корни 
ikik 21 ;21 21 −−=+−= . Поэтому общий интеграл соответствующего однород-

ного уравнения  
( )xCxCey x 2sin2cos 21 += − . 

Частное решение неоднородного уравнения ищем в виде 
xBxAy sincos +=∗ , 

где А и В – постоянные коэффициенты, подлежащие определению. Подставляя 
∗y - в заданное уравнение, будем иметь 

( ) ( ) xxBxAxBxAxBxA cos2sincos5cossin2sincos =+++−+−− . 
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Приравнивая коэффициенты при cosx  и sinx, получим два уравнения для 
определения А и В: 

-А+2В+5А=2, -В-2А+5В=0, 

откуда А=2/5,В=1/5. Общее решение данного уравнения:  

( ) xxxCxCey x sin
5
1cos

5
22sin2cos 21 +++= − . 

Пример. Найти общий интеграл линейного неоднородного уравнения 
xyy 2cos4 =+′′ . 

Решение. Характеристическое уравнения 042 =+k  имеет корни 
ikik 2 ;2 21 == . Поэтому общий интеграл соответствующего однородного урав-

нения  
xCxCy 2sin2cos 21 += . 

Частное решение неоднородного уравнения ищем в форме 
( )xBxAxy 2sin2cos +=∗ . 

Тогда  
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ).2cos2sin42sin2cos4

,2sin2cos2cos2sin2

xBxAxBxAxy

xBxAxBxAxy

+−+−−=
″

+++−=
′

∗

∗

 

Подставляя эти выражения производных в данное уравнение и приравни-
вая коэффициенты при cos2x  и sin2x, получаем систему уравнений для опре-

деления А и В: ,04,14 =−= AB  откуда 
4
1,0 == BA . 

Таким образом, общий интеграл данного уравнения  

xxxCxCy 2sin
4
12sin2cos 21 ++= . 

Перейдем к применению вышеизложенной теории в экономике. 

Пример 13. Модель рынка с прогнозируемыми ценами 

Рассмотрим модель рынка с прогнозируемыми ценами. В простых моде-
лях рынка спрос и предложение обычно полагают зависящими только от те-
кущей цены на товар. Однако спрос и предложение в реальных ситуациях за-
висят еще и от тенденции ценообразования и темпов изменения цены. В моде-
лях с непрерывными и дифференцируемыми по времени T функциями эти ха-
рактеристики описываются соответственно первой и второй производными 
функции цены P(T). 
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Рассмотрим конкретный пример. Пусть функции спроса D и предложе-
ния S имеют следующие зависимости от цены Р и ее производных: 

( )
( ) 334

,1823
++′+′′=
+−′−′′=

PPPtS
PPPtD

                                                (47) 

Принятые в (47) зависимости вполне реалистичны: поясним это на сла-
гаемых с производными функции цены. 

1. Спрос "подогревается" темпом изменения цены: если темп растет (Р" 
> 0), то рынок увеличивает интерес к товару, и наоборот. Быстрый рост цены 
отпугивает покупателя, поэтому слагаемое с первой производной функции це-
ны входит со знаком минус. 

2. Предложение в еще большей мере усиливается темпом изменения це-
ны, поэтому коэффициент при Р" в функции S(T) Больше, чем в D(T). Рост це-
ны также увеличивает предложение, потому слагаемое, содержащее Р', входит 
в выражение для S(T) со знаком плюс. 

Требуется установить зависимость цены от времени. Поскольку равно-
весное состояние рынка характеризуется равенством D = S, приравняем пра-
вые части уравнений (47). После приведения подобных получаем 

1552 =+′+′′ PPP .                                                              (48) 

Соотношение (48) представляет линейное неоднородное дифференци-
альное уравнение второго порядка относительно функции P(T). Как было ус-
тановлено выше, общее решение такого уравнения состоит из суммы какого-
либо его частного решения и общего решения соответствующего однородного 
уравнения 

052 =+′+′′ PPP .                                                               (49) 

Характеристическое уравнение имеет вид 0522 =++ kk . 

Его корни — комплексно-сопряженные числа: ik 212,1 ±−= , и, следова-

тельно, общее решение уравнения (49) дается формулой 
( ) ( )tCtCetP t 2sin2cos 21 += − , где С1 и С2 – произвольные постоянные. В каче-

стве частного решения неоднородного уравнения (48) возьмем решение stPP =  
- постоянную величину как установившуюся цену. Подстановка в уравнение 
(48) дает значение 3=stP . Таким образом, общее решение уравнения (48) име-
ет вид  

( ) ( )tCtCetP t 2sin2cos3 21 ++= − .                              (50) 
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Нетрудно видеть, что ( ) 3=→ stPTP  при ∞→T , т. е. все интегральные 
кривые имеют горизонтальную асимптоту Р = 3 и колеблются около нее. Это 
означает, что все цены стремятся к установившейся цене stP  с колебаниями 
около нее, причем амплитуда этих колебаний затухает со временем. 

Приведем частные решения этой задачи в двух вариантах:  
Вариант 1. Пусть в начальный момент времени известна цена, а также 

тенденция ее изменения: .1;4;0 =′== PPt  
Подставляя первое условие в формулу (50), получаем ( ) 430 1 =+= CP , от-

куда 11 =C , т. е. имеем  

( ) ( )tCtetP t 2sin2cos3 2++= − .                                     (51) 

Дифференцируя, имеем отсюда ( ) ( ) ( )[ ]tCtCetP t 2sin22cos12 22 −−−=′ − . 
Теперь реализуем второе условие задачи Коши: ( ) 1120 2 =−=′ CP , отку-

да .12 =C  Окончательно получаем, что решение задачи Коши имеет вид 

( ) ( )ttetP t 2sin2cos3 ++= − . 

 Или в более удобной форме: ( ) 





 −+= −

4
2cos3 πtetP t . 

 

Рис. 4 

Вариант 2. Пусть в начальный момент времени известны цена и спрос: 
.16;4;0 === DPt  

Поскольку первое начальное условие такое же, как и в предыдущем слу-
чае, то имеем и здесь решение (51). Тогда производные функции Р(T) выра-
жаются формулами: ( ) ( ) ( )[ ]tCtCetP t 2sin22cos12 22 +−−=′ − ; 

                          ( ) ( ) ( )[ ]tCtCetP t 2sin532cos34 22 −−+−=′′ − . 
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Отсюда ( ) 120 2 −=′ CP  и ( ) 340 2 −−=′′ CP . Подставляя эти равенства во 
второе условие задачи, т. е. D(0) = 16, имеем с учетом вида D(T) из первой 
формулы (47): 12 −=C . Итак, решение данной задачи имеет вид 

( ) ( )ttetP t 2sin2cos3 ++= − .   

Или в более удобной форме: ( ) 





 −+= −

4
2cos3 πtetP t  (51) 

Интегральные кривые, соответствующие задачам 1 и 2, изображены на 
рис. 4.  

 
Упражнение 21. Найти динамику цены Р на товар, если прогноз спроса 

и предложения описывается следующими соотношениями: 
a) ( ) ( ) ;4422,1022 ++′+′′=+−′−′′= PPPtSPPPtD  

б) ( ) ( ) ;6442,3662 ++′+′′=+−′−′′= PPPtSPPPtD  

в) ( ) ( ) .6322,824 ++′+′′=++′+′′= PPPtSPPPtD  

7. Различные примеры решения экономических задач с помощью 
дифференциальных уравнений 

Пример 14.  Динамическая модель Кейнса 

Рассмотрим простейшую балансовую модель, включающую в себя ос-
новные компоненты динамики расходной и доходной частей экономики. Пусть 
Y(t), E(t), S(t), I(t) — соответственно национальный доход, государственные 
расходы, потребление и инвестиции. Все эти величины рассматриваются как 
функции времени t. Тогда справедливы следующие соотношения:  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )








′=
+=
++=

tYtktI
tbtYtatS

tEtItStY
,

,
                                                   (52) 

где а(t) — коэффициент склонности к потреблению (0 < а(t) < 1), b(t) - авто-
номное (конечное) потребление, k(t) — норма акселерации. Все функции, вхо-
дящие в уравнения (52), положительны. 

Поясним смысл уравнений (52). Сумма всех расходов должна быть рав-
ной национальному доходу — этот баланс отражен в первом уравнении. Об-
щее потребление состоит из внутреннего потребления некоторой части нацио-
нального дохода в народном хозяйстве и конечного потребления — эти со-
ставляющие показаны во втором уравнении. Наконец, размер инвестиций не 
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может быть произвольным: он определяется произведением нормы акселера-
ции, величина которой характеризуется уровнем технологии и инфраструкту-
ры данного государства, на предельный национальный доход. 

Будем полагать, что функции a(t), b(t), k(t) и E(t) заданы — они являются 
характеристиками функционирования и эволюции данного государства. Тре-
буется найти динамику национального дохода, или Y как функцию времени t. 

Подставим выражения для S(t) из второго уравнения и для I(t) из третье-
го уравнения в первое уравнение. После приведения подобных получаем диф-
ференциальное неоднородное линейное уравнение первого порядка для функ-
ции Y(T):  

( )
( )

( ) ( )
( )tk

tEtbY
tk

taY +
−

−
=′

1
 .                                                 (53) 

Существует достаточно сложная формула общего решения этого урав-
нения. Мы проанализируем более простой случай, полагая основные парамет-
ры задачи a, b и k  постоянными числами. Тогда уравнение (53) упрощается до 
линейного дифференциального уравнения первого порядка с постоянными ко-
эффициентами:  

k
EbY

k
aY +

−
−

=′
1

 .                                                          (54) 

Как известно, общее решение неоднородного уравнения есть сумма ка-
кого-либо его частного решения и общего решения соответствующего одно-
родного уравнения. В качестве частного решения уравнения (54) возьмем так 
называемое Равновесное решение, когда Y’ = 0, т. е. 

a
EbYp −

+
=

1
 .                                                                     (55) 

Нетрудно видеть, что эта величина положительна. Общее решение одно-

родного уравнения дается формулой   






 −

=
t

k
a

Cey
1

~ , так что общее решение 
уравнения (54) имеет вид 

 ( )






 −

+
−
+

=
t

k
a

Ce
a
EbtY

1

1
 .                                                        (56) 

Интегральные кривые уравнения (54) показаны на рис. 5. Если в началь-
ный момент времени pYY <0 , то 00 <−= pYYC  и кривые уходят вниз от рав-

новесного решения (54), т. е. национальный доход со временем падает при за-
данных параметрах задачи А, B, k и Е, так как показатель экспоненты в (56) 
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положителен. Если же pYY >0 , то С > 0 и национальный доход растет во вре-

мени — интегральные кривые уходят вверх от равновесной прямой pYY = . 

Точка pYY =  представляет собой точку неустойчивого равновесия. 

 

0 

Y 

 

t 

рYY =  

 

Рис. 5 

Пример 15. Рост выпуска дефицитной продукции 

Найти закон роста выпуска дефицитной продукции в условиях ненасы-
щаемости рынка.  

Обозначим через y(t) количество продукции, произведенной в момент 
времени t. Будем предполагать, что продукция продается по фиксированной 
цене р и моментально реализуется. Тогда в момент времени t доход составит 
py(t). Поскольку предприятие получает прибыль от реализации своей продук-
ции в течении долгого времени, то ему выгодно расширять производство. 
Пусть на инвестиции i(t) в производство расходуется m-я часть указанного до-

хода, т. е. ( ) ( )ty
m
pti = .  

В результате расширения производства будет получен прирост дохода, 
m-я  часть которого опять будет использована для расширения выпуска про-
дукции. Это приведет к росту скорости выпуска, причем скорость выпуска y'(t) 
пропорциональна увеличению инвестиций, т. е. ( ) ( )taity =′ . Подставив 

( ) ( )taity =′  в ( ) ( )ty
m
pti = , получим дифференциальное уравнение естественного 

роста y'(t) = ky(t),  
m
apk = . Решением его является экспоненциальная функция 

ktCey = , которая показывает, как быстро можно добиться огромных объемов 
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выпуска дефицитной продукции, если постоянно направлять часть дохода в 
расширение производства.  

Харрод и Домар считали, что можно добиться устойчивого роста не 
только объемов выпуска дефицитной продукции предприятия, но и также всей 
мировой рыночной экономики. Харрод считал, что устойчивый темп роста 
производства обеспечивается естественным ростом населения и естественным 
ростом производительности труда. Третьим фактором роста Харрод считал 
размеры накопления капитала, норма накопления которого должна быть по-
стоянной.  
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