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Введение 
 
Механическое движение как одна из форм движения материи. Предмет 

механики. Теоретическая механика и ее место среди естественных и техниче-
ских наук. Механика как теоретическая база ряда областей современной тех-
ники. Объективный характер законов механики. Основные исторические эта-
пы развития механики. Связь механики с производственными задачами. 

 
Статика твердого тела 

 

Предмет статики. Основные понятия статики: абсолютно твердое тело, 
сила, эквивалентная система сил, равнодействующая, уравновешенная система 
сил, силы внешние и внутренние. Аксиомы статики. Связи и реакции связей. 
Основные виды связей и их реакции: гладкая плоскость  (поверхность и опо-
ра), гибкая нить, цилиндрический шарнир (подшипник), сферический шарнир 
(подпятник), невесомый (идеальный) стержень. 

Система сходящихся сил. Геометрический и аналитический способы сло-
жения сил. Сходящиеся силы, равнодействующая, геометрическое условие их 
равновесия. Аналитические условия равновесия для пространственной и пло-
ской систем сходящихся сил. Теорема о равновесии трех непараллельных сил. 

Теория пар сил. Момент силы относительно точки (центра) как вектор. 
Алгебраическое значение момента силы относительно точки. Момент пары 
сил как вектор и его алгебраическое значение. Теоремы об эквивалентности 
пар. Сложение пар сил в плоскости и произвольно расположенных в про-
странстве. Условия равновесия системы пар. 

Плоская система сил. Теорема о параллельном переносе силы. Основная 
теорема статики о приведении плоской системы сил к данному центру. Глав-
ный вектор и главный момент системы сил и их расчет. Частные случаи при-
ведения: приведение систем сил к паре сил, к равнодействующей. Аналитиче-
ские условия равновесия для плоской системы сил:  

а) равенство нулю сумм проекций сил на две координатные оси и суммы 
их моментов относительно любого центра;          

б) равенство нулю сумм моментов сил относительно двух центров и сум-
мы их проекций на одну ось;  

в) равенство нулю сумм моментов сил относительно трех центров. Усло-
вия равновесия системы параллельных сил. Теорема Вариньона о моменте 
равнодействующей. 
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Сосредоточенные и распределенные силы. Силы, распределенные по от-
резку прямой, и их равнодействующая. Реакция жесткой заделки. Равновесие 
системы тел. Статически определимые и неопределимые системы. Равновесие 
при наличии сил трения. Коэффициент трения. Предельная сила трения. Угол 
и конус трения. Условие самоторможения. Трение качения, коэффициент тре-
ния качения и момент трения качения. 

Пространственная система сил. Момент силы относительно оси и его 
расчет. Зависимость между моментом силы относительно центра и относи-
тельно оси, проходящей через этот центр. Аналитические формулы для вы-
числения моментов силы относительно координатных осей. Приведение про-
странственной системы сил к данному центру. Вычисление главного вектора и 
главного момента для пространственной системы сил. Аналитические условия 
равновесия произвольной пространственной системы сил. 

Центр тяжести. Центр параллельных сил. Формулы для определения 
координат центра параллельных сил. Способы и формулы для определения 
положения (координат) центра тяжести объема, площади и линии его. Центры 
тяжести дуги окружности, треугольника и кругового сектора. 

 
Кинематика 

 

Кинематика точки. Предмет и задачи кинематики. Пространство и время 
в классической механике. Относительность механического движения.  

Системы отсчета. Векторный способ задания движения точки. Траектория 
точки. Скорость точки как производная ее радиуса-вектора по времени. Уско-
рение точки как производная от ее вектора скорости по времени. 

Координатный способ задания движения точки в прямоугольных декарто-
вых координатах. Определение траектории точки. Определение скорости и ус-
корения точки по их проекциям на координатные оси. 

Естественный способ задания движения точки. Естественный трехгран-
ник и его оси. Алгебраическая величина скорости точки. Определение ускоре-
ния точки по его проекциям на оси естественного трехгранника; касательное и 
нормальное ускорения точки. Выражение касательного ускорения точки через 
проекции скорости и ускорения на координатные оси. 

Поступательное движение твердого тела. Определение поступательно-
го движения твердого тела. Теорема о траекториях, скоростях и ускорениях 
точек твердого тела при поступательном движении. 

Вращательное движение твердого тела вокруг неподвижной оси. Опреде-
ление вращательного движения тела вокруг неподвижной оси. Уравнение  (за-

 4 



кон) вращательного движения твердого тела. Угловая скорость и ускорение 
твердого тела. Законы равномерного и равнопеременного вращения. Скорость и 
ускорение точки тела, вращающегося вокруг неподвижной оси. Векторы угло-
вой скорости и ускорения тела. Выражение скорости точки вращающегося тела 
и ее касательного и нормального ускорений в виде векторных произведений. 

Плоскопараллельное (плоское) движение твердого тела. Плоское движе-
ние твердого тела и движение плоской фигуры в его плоскости. Разложение 
движения плоской фигуры на поступательное вместе с полюсом и вращатель-
ное вокруг полюса. Независимость угловой скорости и ускорения от выбора 
полюса. Теорема о скоростях точек и их проекциях для плоской фигуры. 
Мгновенный центр скоростей (МЦС) и доказательство его существования. 
Определение скоростей точек плоской фигуры с  помощью МЦС. Теорема об 
ускорениях точек тела при плоском движении. Мгновенный центр ускорений 
(МЦУ). 

Вращательное движение твердого тела вокруг неподвижной точки 
(сферическое движение). Углы Эйлера. Уравнения движения твердого тела во-
круг неподвижной точки. Мгновенная ось вращения тела. Определение скоро-
сти и ускорения любой точки тела при его сферическом движении. 

Свободное движение твердого тела. Уравнения движения для свободного 
твердого тела. Разложение свободного движения на поступательное движение 
вместе с полюсом и вращение вокруг полюса. Определение скоростей и уско-
рений точек свободного твердого тела. 

Составное (сложное) движение точки. Переносное, относительное и  
абсолютное движения точки. Теорема Кориолиса о сложении скоростей и ус-
корений. Модуль и направление кориолисова ускорения (правило Н. Е. Жуков-
ского). Случаи равенства нулю ускорения Кориолиса. 

Составное движение твердого тела. Сложение поступательных движе-
ний. Сложение вращательных движений твердого тела вокруг параллельных и 
пересекающихся осей. Пара мгновенных вращений. Кинематический винт. 
Мгновенная винтовая ось. 
 

Динамика 
 

Основные законы динамики. Прямая и обратная задачи динамики. Урав-
нения движения механической системы. Закон изменения и сохранения им-
пульса. Момент импульса, его изменение и сохранение. Кинетическая энергия, 
работа. Теорема об изменении кинетической энергии. Динамика поступатель-
ного и вращательного движения твердого тела и плоского движения.  
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1. Статика 
 

 1.1. Основные положения  
 

Статикой называется раздел теоретической механики, в котором изучаются 
операции с силами и состояние равновесия тел под действием на них сил не 
только в состоянии покоя, но и при движении их по инерции. В основе статики 
лежат экспериментально установленные аксиомы (законы). 

1. Аксиома инерции. Под действием взаимно уравновешивающихся 
сил материальная точка (тело) находится в состоянии покоя или 
движется прямолинейно и равномерно. 

2. Аксиома равновесия двух сил. Две силы, приложенные к абсолютно 
твердому телу, будут уравновешены тогда и только тогда, когда они 
равны по модулю, действуют по одной прямой и направлены в про-
тивоположные стороны. 

3. Аксиома присоединения и исключения уравновешивающихся сил. 
Действие системы сил на абсолютно твердое тело не изменится, если 
к ней прибавить или отнять уравновешенную систему сил. 
Следствие: Действие силы на абсолютно твердое тело не изменится, 
если перенести точку приложения силы вдоль ее линии действия.  

4. Аксиома параллелограмма сил. Равнодействующая двух пересекаю-
щихся сил приложена в точке их пересечения и изображается диаго-
налью параллелограмма, построенного на этих силах. 

5. Аксиома равенства действия и противодействия (3-й закон Ньютона). 
Всякому действию соответствует равное и противоположно направ-
ленное противодействие. 

6. Принцип отвердевания. Равновесие сил, приложенных к нетвердому 
телу, не нарушается при его затвердевании. 

 
Равновесие свободных тел может быть нарушено при действии на них 

сил. Тела или системы тел считаются несвободными, если их перемещению 
препятствуют другие тела (связи), скрепленные или соприкасающиеся с ними. 
Сила, с которой данная связь действует на тело, препятствуя его перемеще-
нию, называется силой реакции связи или просто реакцией связи. Значения ре-
акций связей определяются в процессе решения соответствующей задачи ме-
ханики. Реакция связи направлена в сторону, противоположную той, куда она 
не дает  перемещаться телу. На рис.1.1. представлены наиболее часто встре-
чающиеся типы связей и их направления: в случае гладкой плоскости (по-
верхности) или опоры, для  которых реакция N  направлена по общей нормали 
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к поверхностям соприкасающихся тел в точке их касания и приложена в этой 
точке. Связь, осуществленная в виде гибкой нерастяжимой нити (каната, це-
пи, ремня  и пр.), не дает телу М удаляться от точки ее подвеса А по направле-
нию АМ (рис. 1.1 г). Поэтому реакция Т натянутой нити направлена вдоль нее 
от тела к точке подвеса.  

Цилиндрическим шарниром или подшипником (шарнирно-неподвижной 
опорой) называется совокупность неподвижной обоймы (втулки) 1 и поме-
щенного в нее валика (пальца) 2, жестко соединенного с телом 3 (рис.1. 2а).  В 
точке С соприкосновения  втулки с валиком возникает сила опорной реакции, 
проходящая через геометрический центр А валика и  направленная по нормали 
к идеально гладким поверхностям. Так как положение точки С соприкоснове-
ния валика со втулкой заранее не известно, то невозможно сразу указать на-
правление силы реакции R , но можно утверждать, что линия действия реак-
ции R  всегда пройдет через центр А шарнира. На расчетных схемах для шар-
нирно-неподвижной опоры (рис. 1.2 б) при  решении задач неизвестную по 
модулю и направлению реакцию АR  представляют в виде двух ее взаимно 

перпендикулярных составляющих хАR  и АуR . После определения их значе-

ний находят значение реакции АR  и ее направление по формулам: 
2

у
2

х AAA RRR += , АА RR х cos =α . 

 

 
 

Рис. 1.1.  Примеры наиболее часто встречающихся типов связей:  
в случае гладкой плоскости   (а, б), опоры (в), гибкой  нерастяжимой нити (г) 
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а)  б)  
Рис. 1.2.  Цилиндрический шарнир/подшипник (шарнирно-неподвижная опора) (а)  

и ее расчетная схема (б) 

 

Реакция связи R  шарнирно-подвижной опоры (опоры на катках) прохо-
дит через ее центр (рис. 1.3 а и б) и перпендикулярно к опорной плоскости. 
Сферическим шарниром называется устройство, выполненное в виде двух 
контактирующих сфер, геометрический центр А которых неподвижен  
(рис. 1.3в). Тело 3 в равновесии  жестко связано с внутренней подвижной сфе-
рой 1. Для гладкой сферической поверхности реакция AR  направлена по нор-
мали к этим поверхностям и проходит через центр А сферы. На расчетных схе-
мах реакцию AR  представляют в виде трех ее взаимно перпендикулярных со-

ставляющих АхR , уAR  и zAR , направленных вдоль координатных осей.  

 

а)   б)  в)  
Рис. 1.3. Шарнирно-подвижная опора (а), опора на катках (б), сферический шарнир (в) 

 
 

Подпятник представляет собой соединение цилиндрического шарнира 2 и 
опорной плоскости 3, на которую опирается вал 1(рис. 1.4а). Реакция подшип-
ника, лежащая в плоскости, перпендикулярной оси вала, представляется двумя 
ее взаимно перпендикулярными составляющими хAR  и уАR , а реакция опор-

ной плоскости − реакцией zAR , направленной по нормали к этой плоскости. 
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Реакция S  прямолинейного невесомого (идеального) стержня направле-
на вдоль него (рис. 1.4 б). Если связью является криволинейный стержень, то 
реакция направлена вдоль прямой АВ, соединяющей концевые шарниры А и В 
(рис. 1.4 в). 

 

 а)  б)  в)  
Рис. 1.4. Подпятник (а), невесомые прямолинейный (б) и криволинейный (в) стержни 

 

Жесткая заделка (неподвижное защемление) конца балки не допускает не 
только линейных перемещений балки 1 вдоль координатных осей, но и враще-
ния балки в плоскости хАу (рис. 1.5). Нахождение реакций жесткой заделки 
сводится к определению трех неизвестных 
величин: составляющих хAR  и уАR               

реакции АR  и так называемого реактивного 
момента МА, препятствующего вращению 
балки в плоскости хАу вокруг точки А. 

Для составления уравнений равновесия 
в статике необходимо уметь вычислять про-
екции сил на координатные оси и выполнять 
операции сложения и разложения сил. Про-
екцией силы на ось называется алгебраиче-
ская величина, равная произведению модуля 
силы на косинус угла между силой и положительным направлением оси. Так, 
для сил, изображенных на рис. 1.6 а и б:      

Fx =a1b1=Fcos α; 
Fу = a2b2= Fcos (90°− α) =F sin α; 
Qx= c1d1=Qcosβ=Q cos (180°+ γ) = − Q cosγ; 
Qу = c2d2 = Qcos (90°+γ) = − Qsin γ. 

Проекцией силы F  на плоскость Оху называется вектор хуF = 1ОВ , заклю-
ченный между проекциями начала и конца силы F  на эту плоскость (рис. 1.6 в). 
По модулю Fху = F cos θ, где θ − угол между направлением силы F  и ее проек-

 
Рис. 1.5. Жесткая заделка  

(неподвижное защемление) 
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цией хуF . В некоторых случаях для нахождения проекции силы на ось удобнее 

сначала найти ее проекцию на плоскость, в которой расположена эта ось, а затем 
полученный вектор спроецировать на данную ось. Например, на рис. 1.6 в  
 Fх =ОВ2= Fху cos ϕ = Fcos θ ⋅ cosϕ,  Fу = ОВ3 = Fху sin ϕ = F cos θ ⋅sin ϕ. 

 а)  б)  в)  
Рис. 1.6. Проекции сил на оси координат (а и б) и плоскость (в) 

 
Геометрический метод сложения сил 1F , 2F , ..., nF  основан на построе-

нии в масштабе векторного (силового) многоугольника, замыкающая сторона 
которого представляет эту сумму и называется главным вектором R : 

 ,...21 ∑=+++= kn FFFFR ) ..., ,2 ,1( nk = (рис. 1.7а). 

а)   б)  
Рис. 1.7. Геометрический метод сложения сил (а). Определение 

 момента силы относительно точки О на плоскости (б) 
 

Аналитический метод сложения сил основан на известной теореме век-
торной алгебры: проекция вектора суммы на ось равна алгебраической сумме 
проекций слагаемых векторов на ту же ось: ,... xxx2x1x ∑=+++= kn FFFFR  

=yR  ,... yyy2y1 ∑=+++ kn FFFF  .... zzz2z1z ∑=+++= kn FFFFR  Модуль 

(численное значение) главного вектора равен .2
z

2
y

2
x RRRR ++=  

Действие силы на твердое тело может вызвать вращательный эффект, ко-
торый для плоской системы сил можно оценить с помощью момента силы от-
носительно какой-либо точки О на плоскости: ( ) 111 hFFmO ⋅= ; ( ) 222 hFFmO ⋅−=  
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(рис. 7б), где h1 и h2 − плечи сил 1F и 2F  относительно точки О. Плечом назы-
вается длина перпендикуляра, опущенного из точки О на линию действия соот-
ветствующей силы. Если данная сила стремится вращать тело   вокруг точки О 
против хода часовой стрелки, то ее моменту относительно этой точки приписы-
вают знак “+”. Момент силы относительно точки равен нулю, если линия дейст-
вия силы проходит через эту точку, так как при этом плечо равно нулю (напри-
мер, ( ) 03 =FmO ). 

Вычисление момента силы относительно какой-либо точки во многих слу-
чаях упрощается, если эту силу разложить на две взаимно перпендикулярные 
составляющие и применить теорему Вариньона, согласно которой момент 
равнодействующей сходящихся сил относительно любого центра равен сумме            
моментов составляющих сил относительно того же центра. Например, для 
равнодействующей силы F и ее составляющих F ′и F ′′  (рис. 1.8а) имеем: 

( )=FmO  ( ) ( )FmFm OO ′′+′ ,  где .sin  cos α⋅=′′=′′⋅=′=′ FFFα,   FFF  Таким 

образом,    ( ) ( ) .m F F cos α a c F sin α bO = − ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅   

Вращательный эффект вызывает также пара сил − совокупность двух сил, 
равных по модулю, направленных в противоположные стороны и линии дей-
ствия которых параллельны (рис. 1.8б). Пара сил, стремящаяся вращать тело 
против хода часовой стрелки, считается положительной, а по ходу часовой 
стрелки − отрицательной. Пара сил характеризуется ее моментом m, который 
равен взятому со знаком “плюс” или “минус” произведению модуля одной из 
сил данной пары на плечо пары, т. е. на кратчайшее расстояние между линия-
ми действия сил пары (d ). Моменты сил на рис. 1.8б равны: m1 = F1⋅d1;  
m2 = −F2⋅d2. Систему пар сил, расположенных в одной плоскости, можно за-
менить одной эквивалентной парой, момент которой М равен алгебраической 
сумме моментов пар:  М = m1 + m2 + ... + mn = ∑ km  (k = 1, 2, ..., n). 

а)  

  

  
б)  

Рис. 1.8. Иллюстрация теоремы Вариньона (а). Пара сил (б) 
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1.2. Произвольная плоская система сил 
 

Произвольная система сил − совокупность сил, расположенных в одной 
плоскости, линии действия которых не пересекаются в одной точке. Эту сис-
тему можно значительно упростить, приведя силы к одному центру приведе-
ния О, в котором будет приложена сила R , называемая главным вектором, и к 
паре сил с главным моментом МО относительно этого центра. Главный вектор 
R  равен геометрической сумме сил, входящих в данную систему: kFR ∑= , а 
главный момент МО − алгебраической сумме моментов сил относительно цен-
тра приведения:  ( ).FmM kOO ∑=  Численное значение главного вектора опреде-

ляется по его проекциям на координатные оси: 2
у

2
x RRR += , где ∑= xx kFR  и 

.FR k∑= yy  Направление главного вектора находят по косинусам направляю-

щих углов: 

( ) ,
R

Ri,  R xcos =  ( ) ,j cos y

R
R

,  R = где i , j  − орты вдоль осей Ох и Оу. 

Условиями равновесия тела для произвольной плоской системы сил яв-
ляются равенство нулю главного вектора и главного момента относительно 
любого центра О: R  = 0 и МО = 0. Эти условия выполняются, если 

( )









=

=

=

∑

∑

∑

.0

0

0

y

x

kO

k

k

Fm

,F

,F

                         (1.1) 

Уравнения (1.1) называются основными уравнениями равновесия. Сущест-
вуют еще две формы уравнений равновесия: 

( )

( )










=

=

=

∑

∑

∑

.F

,Fm

,Fm

k

kB

kA

0

0

0

x

 (1.2)                         

( )

( )

( )









=

=

=

∑

∑

∑

.Fm

,Fm

,Fm

kС

kB

kA

0

0

0

                       (1.3) 

                 
В системе уравнений (1.2) ось х не должна быть перпендикулярной к пря-

мой, проходящей через центры А и В, а центры А, В и С в системе (1.3) не 
должны лежать на одной прямой. 
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Вопросы для самоконтроля 
 

1. Что называется связью, наложенной на твердое тело? 
2. Что называется силой реакции связи? 
3. Перечислите основные виды связей и укажите их реакции. 
4. Что называется равнодействующей системы сил? 
5. Как сложить силы: а) геометрически, б) аналитически? 
6. Как разложить силу по двум заданным направлениям? 
7. Что называется моментом силы относительно центра на плоскости? 
8. Чему равен момент пары сил? 
9. Чему равен главный вектор и главный момент для произвольной плоской 

системы сил? 
10. Сформулируйте три условия (уравнения) равновесия для произвольной 

плоской системы сил. 
11. Какие задачи статики называют статически определимыми и какие стати-

чески неопределимыми? 
12. Как определить проекцию силы на ось? 
13. Сформулируйте условия равновесия системы сходящихся сил на плоско-

сти и в пространстве. 
14. Если связью является невесомый стержень, то как направлена сила его 

реакции в случае, когда он: а) прямолинейный, б) криволинейный? 
 

1.3. Произвольная  пространственная  система  сил 
 

Моментом силы F  относительно центра О называется приложенный в 
этом центре вектор ( )FmO , модуль которого равен произведению модуля силы 

F  на ее плечо h. Момент силы направлен перпендикулярно плоскости, прохо-
дящей через центр О и линию действия силы в ту сторону, откуда “вращение”, 
совершаемое силой вокруг точки О, представляется происходящим против хо-
да часовой стрелки (рис. 1.9): ( ) .|| hFFmO ⋅=  

Момент силы F  относительно центра О может быть представлен в ви-
де векторного произведения: ( ) ,FrFmO ×=  где r − радиус-вектор точки при-
ложения силы, так как модуль векторного произведения равен  

( ) =⋅⋅= sin αrFFmO ||  .hF ⋅  

Вектор ( )FmO  направлен перпендикулярно плоскости, проходящей через 

векторы r  и F , в ту сторону, откуда кратчайший поворот вектора r  к на-
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правлению вектора F  представляется происходящим против хода часовой 
стрелки. 

Моментом силы F относительно оси z, проходящей через центр О, на-
зывается скалярная величина, равная проекции вектора ( )FmO  на эту ось:  

( )   = FmZ  ( ) cos γFmO ⋅|| . Механический смысл величины ( )FmZ  состоит в том, 
что она  характеризует вращательный эффект силы, когда эта сила стремится 
повернуть тело вокруг оси z. В самом деле, если разложить силу F  на состав-
ляющие xyF  и zF , где zF  Oz (рис. 1.10 а), то поворот вокруг оси z будет со-

вершать только составляющая xyF  и вращательный эффект всей силы F бу-

дет определяться величиной ( ) .hFFm xyZ ⋅±=  Составляющая же zF повернуть 

тело вокруг оси z не может, она лишь может сдвинуть тело вдоль оси z. 
Момент силы относительно оси z 

будет иметь знак “плюс”, когда с по-
ложительного конца этой оси пово-
рот, который стремится совершить 
сила xyF вокруг этой оси, виден 

происходящим против хода часовой 
стрелки, и знак “минус” − когда по 
ходу часовой стрелки. Для расчета 
момента какой-либо силы F относи-
тельно какой-либо оси z (рис. 1.10 б) 
нужно провести любую плоскость 

(ху), перпендикулярную к данной оси и, спроектировав силу на эту плоскость, 
найти алгебраическую величину момента полученной проекции xyF  относи-

тельно точки О пересечения оси z с плоскостью ху по формуле:  
( ) ( ) == xyZ FmFm O  . cos hF ⋅⋅ α . 

Поэтому момент силы относительно оси равен нулю, когда угол α =0, т.е. 
сила параллельна оси  z или, когда линия действия силы пересекает эту ось. 

При изучении равновесия произвольной пространственной системы сил 
приходится определять моменты пар сил относительно осей в виде вектора,     
направленного по перпендикуляру к плоскости действия пары в ту сторону,                    
откуда вращение тела этой парой сил представляется происходящим против     
направления вращения часовой стрелки. Изображенные на рис.1.11, а и б век-
торы 1M  и 2M  представляют собой соответственно моменты пар сил ( )11 F, F ′  и 
( )22  F,F ′ . 

 
Рис. 1.9. Определение момента силы F  

относительно центра О 
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Так как пару сил можно переносить в ее плоскости действия и в любую 
другую плоскость, ей параллельную, то ее момент M  не имеет определенной 
точки приложения и является свободным вектором, который можно перено-
сить параллельно самим себе в любую точку тела.  

а)  б)     

Рис. 1.10. Определение момента силы F  относительно оси z,  

проходящей через центр О (а) и схема его расчета (б) 
При определении момента пары сил относительно какой-либо оси доста-

точно найти проекцию вектора этой пары на данную ось, например, на рис. 
1.11 а и б, величины М1х  = М1z  = 0; М1у  = М1; М2х  = М2у  = 0; М2z  = - M2. 

 
Рис. 1.11. Определение момента пары сил как вектора 

 
Для сложения пар сил достаточно перенести их моменты как свободные 

векторы (параллельно самим себе) в общую точку и применить правило сло-
жения векторов. Так, на примере двух пар сил ( )11  F,F ′  и ( )22  F,F ′ , расположен-
ных в плоскостях xBy и xBz соответственно (рис. 1.12), выполняется соотно-
шение: .21 MMM +=  Модуль М результирующего вектора M  находится как 
величина диагонали прямоугольника, построенного на векторах 1M  и 2M : 

,MMM 2
2

2
1 +=  или в проекциях на координатные оси: Mx = M1x + M2x = 0; My 

 15 



= = M1y + M2y =− M2; Mz = M1z + M2z = M1, следовательно, 

( ) .MMMMMM 2
1

2
2

2
z

2
y

2
x +−=++=  

Любую пространственную систему сил можно привести к некоторому 
центру О с главным вектором R , приложенным в этом центре, и главным мо-

ментом OM  относительно этого 
центра. Главный вектор равен гео-
метрической сумме всех сил: 

∑=+++= FF...FFR kn21  и не зави-
сит от выбора центра приведения, а 
главный момент OM равен геомет-
рической сумме векторов-моментов 
всех сил относительно этого центра 
(включая и векторы-моменты всех 
пар сил) и зависит от выбора цен-
тра приведения: ( )∑= kOO FmM . 

Условиями равновесия произ-
вольной пространственной системы 
сил являются равенство нулю глав-

ного вектора и главного момента этой системы сил относительно любого цен-
тра, что выражается шестью уравнениями в проекциях на оси декартовой сис-
темы координат: ∑ == ;FR kxx 0  ∑ == ;FR kyy 0  

∑ == ;FR kzz 0 ( ) ;0xx == ∑ kO FmM ( ) ;0yy == ∑ kO FmM  ( ) .0zz == ∑ kO FmM  
 
 

Вопросы для самоконтроля 
 

1. Как определить момент силы относительно оси? 
2. В каких случаях момент силы относительно оси равен нулю? 
3. Как представить вектор-момент пары сил, расположенной в простран-

стве? 
4. Как складываются пары сил в пространстве? 
5. Как вычислить главный вектор и главный момент пространственной 

произвольной системы сил? 
6. Каковы условия (уравнения) равновесия для произвольной простран-

ственной системы сил? 

 
Рис. 1.12. Сложение моментов пар сил 
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1.4.  Примеры решения задач   
 

Задача 1.1.  
Кронштейн состоит из стержней АС и ВС, 

соединенных со стеной и друг с другом шар-
нирами, причем ,  (рис.1.13). В 
точке С подвешен груз весом Р. Определить 
усилия в стержнях, пренебрегая их весом.  
 

Решение.  
Под усилиями в стержнях понимают зна-

чения сил, растягивающих или сжимающих эти 
стержни. Так как  стержни считаются невесо-

мыми, то их реакции (они действуют на шарнир С) направлены вдоль стерж-
ней. Тогда для определения искомых усилий приложим силу  в точке С и 
разложим ее по направлениям АС и СВ. Составляющие  и  и будут иско-
мыми силами. Из треугольника CDE находим:  

, . 

Таким образом, стержень ВС сжимается силой S1 а стержень АС растяги-
вается силой S2. С увеличением угла α усилия в стержнях растут и при α, 
близком к 90°, могут достигать очень больших размеров.  
 

Задача 1.2.  
Фонарь весом Р=200 Н (рис. 1.14) 

подвешен на двух тросах АС и ВС, обра-
зующих с горизонтальной прямой одина-
ковые углы α=5°. Определить, с какой си-
лой натянуты тросы.  
 
Решение.  

Приложим силу  в точке С и разло-
жим ее по направлениям тросов. Паралле-
лограмм сил в данном случае будет ром-

бом; диагонали его взаимно перпендикулярны и делятся в точке пересечения 
пополам. Из треугольника aCb находим, что Р/2=Т1sinα. Тогда  

 
Из полученной формулы видно, что с уменьшением угла α натяжение 

тросов значительно увеличивается (например, при α= 1° T=5730 Н). Натянуть 

 
Рис. 1.13. К задаче 1.1 

 
Рис. 1.14. К задаче 1.2 
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трос так, чтобы он стал горизонтальным, практически нельзя, так как при α→0 
T→∞. 
 
Задача 1.3  

Груз весом Р лежит на гладкой наклонной плоскости с углом наклона α, 
(рис. 1.15, а). Определить значение горизонтальной силы , которую надо 
приложить к грузу, чтобы удержать его в равновесии, и найти, чему при этом 
равна сила давления  груза на плоскость.  
 

Решение.  
Искомые силы действуют на разные 

тела: сила F


  на груз, сила  Q


 — на 
плоскость. Для решения задачи вместо 
силы Q


  будем искать равную ей по мо-

дулю, но противоположно направлен-
ную реакцию плоскости N


. Тогда  за-

данная сила P


 и искомые силы F


 и N


  
будут действовать на груз, т. е. на одной 
то же тело. Рассмотрим равновесие гру-

за и изобразим действующие на этот груз силы P


  и F


 и реакцию связи N


. 
Для определения  искомых сил можно воспользоваться или геометрическим, 
или аналитическим условиями равновесия. Рассмотрим оба способа решения.  

Геометрический способ. При равновесии треугольник, построенный из 
сил P


,  F


и N


, должен быть замкнутым. Построение треугольника начинаем с 

заданной силы. От произвольной точки а в выбранном масштабе откладываем 
силу P


 (рис. 1.15, б). Через начало и конец этой силы проводим прямые, па-

раллельные направлениям сил F


и N


. Точка пересечения этих прямых дает 
третью вершину с замкнутого силового треугольника abc, в котором стороны 
bc и са равны в выбранном масштабе искомым силам. Направление сил опре-
деляется правилом стрелок: так как здесь равнодействующая равна нулю, то 
при обходе треугольника острия стрелок нигде не должны встречаться в од-
ной точке.  

Модули искомых сил из треугольника abc можно найти и путем числен-
ного расчета (в этом случае соблюдать масштаб при изображении сил не на-
до). Замечая, что 090bac∠ =  , a abc α∠ = , получим:  

, / cosF Ptg N Pα α= = . 

 
Рис. 1.15. К задаче 1.3 
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Аналитический способ. Так как система действующих сходящихся сил 
является плоской, для нее надо составить два условия равновесия. Сначала 
проводим координатные оси; при этом для получения более простых уравне-
ний ось  направляем перпендикулярно неизвестной силе . Далее вычисляем 
проекции сил P


 , F


, N


 на оси x и у, внося их в таблицу.  
 P


 F


 N


 

Fkx sinP α  cosF α−  0 
Fky cosP α−  sinF α−  N 

 

Теперь составляем уравнения 0, 0kx kyF F= =∑ ∑ . Получим:  

sin cos 0; cos sin 0P F P F Nα α α α− = − − + = , 

Решая эти уравнения, найдем:  
2, cos sin / cos / cosF Ptg N P P Pα α α α α= = + = . 

Геометрическое решение в подобных простых задачах (когда действую-
щих cил три) оказывается более компактным, чем аналитическое. Как видно, 
при  , а при  ;  при любом .  

Искомая сила давления груза на плоскость численно равна N, но направ-
лена в противоположную сторону ( =— ). 
 
Задача 1.4 

Кронштейн состоит из горизонтального бруса AD (рис. 1.16) весом 
Р1=150 Н, прикрепленного стене шарниром, и подкоса СВ весом Р2=120 Н, 
который с брусом AD и со стеной также соединен шарнирами (все размеры 
показаны на чертеже). К концу D бруса подвешен груз весом Q=300 H. Опре-
делить реакции шарниров А и С, считая брус и подкос однородными.  
 

 
Рис. 1.16. К задаче 1.4 

Решение.  
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Рассмотрим сначала равновесие всего кронштейна. На него действуют 
следующие внешние силы: заданные силы  и реакции связей 

. Кронштейн, освобожденный от внешних связей, не образует жест-
кой конструкции (брусья могут поворачиваться вокруг шарнира В), но по 
принципу отвердевания действующие на него силы при равновесии должны 
удовлетворять условиям равновесия статики.  

Составляя эти условия, найдем:  

 

 

 
Полученные три уравнения содержат, как видим, четыре неизвестных ХА, 

YA, XC, YC. Для решения задачи рассмотрим дополнительно равновесие бруса 
АD (рис. 1.16, б). На него действуют силы , , реакции ,  реакции , ко-
торые для бруса AD (когда рассматривается его равновесие) будут силами 
внешними. Недостающее четвертое уравнение составим, беря моменты дейст-
вующих на брус AD сил относительно центра В (тогда в уравнение не войдут 
новые неизвестные ХB, YB):  
Решая теперь систему четырех составленных уравнений (начиная с последне-
го), найдем:  

 

 
Из полученных результатов видно, что силы  и  имеют направления, 

противоположные показанным на чертеже. Реакции шарнира В, если их надо 
определить, найдутся из уравнений проекций на оси х и у сил, действующих 
на брус AD, и будут равны: ХB=— ХА, YB=P1+Q—YA=500 H.  

Как видим, при решении задач статики не всегда надо составлять все ус-
ловия равновесия для рассматриваемого тела. Если в задаче не требуется оп-
ределять реакции некоторых связей, то надо пытаться сразу составить такие 
уравнения, в которые эти неизвестные реакции не будут входить. Так мы и 
поступили в данной задаче при рассмотрении равновесия бруса AD, составляя 
только одно уравнение моментов относительно центра В. 
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Задача 1.5 
 

Горизонтальная балка АВ весом Q=200 H прикреплена к стене шарниром 
А и опирается на опору С (рис. 1.17, а). К ее концу В шарнирно прикреплен 
брус ВК весом Р=400Н, опирающийся на выступ D. При этом СВ=АВ/3, 
DK=BK/3, угол α=45°. Определить реакции опор, считая балку и брус одно-
родными.  

 
Рис. 1.17. К задаче 1.5 

 
Решение.  

Расчленяя систему на две части, рассматриваем равновесие бруса ВК и 
балки АВ в отдельности. На брус ВК, (рис. 1.17, б) действуют сила  и реак-
ции связей , , . Вводя обозначение ВК=а и составляя для этих сил усло-
вия равновесия, получим:  
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Решая эти уравнения, найдем:  

 

 

 
На балку АВ, если ее рассматривать отдельно, действуют сила , реакции 

внешних связей  и силы давления  и бруса ВК, передаваемые 
через шарнир В (рис. 1.17, в). При этом по закону о действии и противодейст-
вии силы  и  должны быть направлены противоположно  и ; по мо-
дулю же Х’B=ХB, Y’B=YB.  

Вводя обозначение АВ=b и составляя для сил, действующих на балку, 
условия равновесия , получим:  

    

 

Полагая в этих уравнениях Х’B=ХB и Y’B=YB и решая их, найдем:  

XA=XB=150H, YA=Q/4-YB/2=-75H, NC=3Q/4+3YB/2=525H. 

Из полученных результатов видно, что все реакции, кроме , имеют на-
правления, показанные на рис. 1.17, реакция же  фактически направлена 
вниз.  

При решении задач этим путем важно иметь в виду, что если давление 
какого-нибудь одного тела на другое изображено силой  или составляющими 

 и , то на основании закона о действии и противодействии давление второго 
тела на первое должно изображаться силой , направленной противоположно 

 (причем по модулю R'=R) или составляющими , , направленными проти-
воположно  и  (причем по модулю Х'=Х, Y'=Y). 
 

Задача 1.6 

Жесткая рама, расположенная в вертикальной плоскости, закреплена в 
точке А шарнирно, а в точке В прикреплена к невесомому стержню с шарни-
рами на концах (рис.1.18 а). В точке С к раме привязан трос, перекинутый че-
рез блок и несущий на конце груз массой 2,5 кг. На раму действует пара сил с 
моментом М=100 Нм и две силы F1 =10 Н  и  F2=40 Н, приложенные в точках 
D  и Е. Определить реакции связей в точках А и  В, вызываемые действующи-

ми нагрузками. При окончательных расчетах принять  а=0,5 м,  210
с
мg = . 
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а) б) 
Рис. 1.18.  К задаче 1.6 

 

Решение. 

Освободим раму, груз и блок от связей, заменив их реакциями 
(рис.1.18.б). Реакцию связи неподвижного шарнира изобразим   как две взаим-
но перпендикулярные силы  AX


  и  AY


  (см.рис.1.2), сила реакции в точке B 

( BR


) (направлена по невесомому стержню (см. рис. 1.4б), силы реакции гибкой 
нерастяжимой нити – вдоль нее (T


 и T ′


 ) (см. рис.1.1). Добавим силу тяжести, 

действующую на груз.  Разобьем рассматриваемую систему тел на две части: 
груз (I) и жесткая рама (II) . 

 
Часть I 

Уравнение равновесия в проекции на ось Y. 
0T mg′ − = , поэтому  T ′  = 25 Н. 

Если рассмотреть условие  равновесия блока (правило моментов), можно 
показать, что T T′ =  . 
 

Часть II 
Сумма проекций на ось X 

0 0 0
1 2cos30 cos 60 cos30 0A BX F F T R+ + + + =    

 

Сумма проекций на ось Y 
0 0 0

1 2cos 60 cos30 cos 60 0A BY F F R+ − + =  
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Если сила пересекает центр (например AX


  и  AY


 ), то ее момент относи-
тельно этого центра равен нулю.  Поэтому оптимально составлять уравнения 
моментов относительно точки, в которой пересекается наибольшее число не-
известных сил.  

Сумма моментов сил относительно точки A. 
0 0 0 0 0

2 1 1cos 60 2 3 cos30 4 cos 60 4 cos30 5 cos 60 4 0B BF a T a F a F a R a R a M− ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ + =
 

Из полученных уравнений имеем: 
AX  = -80 Н  ,  AY  = 14,5 Н   и   RB = 30,2 Н. 

Применив теорему Пифагора, получим  RА = 81,3  Н 
 

Задача 1.7 

Две однородные прямоугольные плиты жестко соединены (сварены)  под 
прямым углом друг к другу и закреплены сферическим шарниром в точке А, 
цилиндрическим шарниром в точке В и невесомым стержнем в точке С 
(рис.1.19.а). Размеры плит указаны на рисунке. Масса большей плиты 500 кг, 
меньшей 300 кг. На плиты действуют пары сил с моментом 4 кНм в плоскости 
XOY и две силы. Сила F1 лежит в плоскости   XOY и равна 6 кН, Сила F2 ле-
жит в плоскости XOZ и равна 8 кН. 

Определить реакции связей  в точках А и В и реакцию стержня. При под-
счетах принять а=0,6 м. 

  
а) б) 

Рис.1.19.  К задаче 1.7 

Применим теорему освобождения от связей и заменим их реакциями 
(рис. 1.19 б). Запишем условия равновесия  

Уравнения равновесия представляют собой систему из шести уравнений 
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cos 60 cos 60 0
cos30 0

cos30 0

3 cos30 1.5 1.5 1.5 0
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3 cos 60 3 cos30 cos 60 1.5 0

A B

A

A B

B

B

X X F F
Y F
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X a F a F a F a M

 + + ⋅ − ⋅ =
 + =
 + − + ⋅ − − =


⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ =
⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ =

− ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + =








 

Решение системы приводит к следующему результату 
XA = -2 кН,  YA = -5,2  кН,  ZA = 0,  XB = 3 кН,  ZB = 0,5 кН,  R = -0,5 кН.   

 
 

2. Кинематика 
2.1. Кинематика точки 

 
Определить движение точки − это значит  определить ее положение по 

отношению к выбранной системе отсчета в любой момент времени. Для ре-
шения этой задачи в кинематике применяются три способа задания движения 
точки: векторный, координатный и естественный. 

При векторном описании движения точки М ее радиус-вектор определя-
ется как векторная функция от времени, т. е. (t)rr =   (рис. 2. 1а). Скорость 
V точки, характеризующая быстроту и направление движения точки, равна 
производной по времени от ее радиуса-вектора: .dtrdV =  Ускорение a  точки, 
характеризующее изменение скорости по модулю и  направлению, равно про-
изводной по времени от вектора скорости: .22 dtrddtVda ==  

а)  
б)  

Рис. 2.1.  Векторный (а) и естественный (б) способы определения движения точки 
       

Координатный способ определения (задания) движения точки состоит в 
том, что ее координаты в выбранной системе координат выражаются как 
функции времени t. Уравнения движения точки в декартовых координатах 
имеют вид:  x = x(t), y = y (t), z = z (t). Если точка движется в плоскости Оху, то 
для ее описания достаточно только двух уравнений движения: x = x(t), y = y (t). 
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Для того чтобы найти траекторию точки, необходимо из уравнений дви-
жения исключить время t. Векторы скорости и ускорения определяются по их 
проекциям на оси декартовых координат следующими соотношениями: 









==

==
==

;z

,y
,xx

z

y

x

dtdzV

dtdyV
dtdV







                      










==

==

==

.za

,ya

,xxa

22
z

22
y

22
x

dtzd

dtyd

dtd







                         (2.1) 

Отсюда получаем формулы разложения векторов скорости V и ускорения 
a  по координатным осям: ,kzjyix ⋅+⋅+⋅= V .kzjyixa ⋅+⋅+⋅=  Модули векто-
ров скорости и ускорения вычисляем по формулам: 

,zyx 222  ++=V .222 zyxa  ++=  

При естественном способе движение точки задается ее траекторией и 

уравнением движения по этой траектории: ,s(t)OMs ==
∪

 где точка О − начало от-
счета дуг на траектории; s − дуговая координата точки М или взятая с соответ-
ствующим знаком длина дуги, отсчитываемая вдоль траектории от начала от-
счета до точки М (рис. 2.1 б). Если заданы траектория точки и закон ее движе-
ния по этой траектории s = s(t), то вектор скорости направлен по касательной к 
этой траектории, а его проекция на направление касательной определяется по 
формуле ,dtdsV =  причем абсолютное значение этой проекции равно модулю 
скорости:   || dtdsV = . Вектор ускорения определяется по его проекциям на 
естественные оси (касательную, главную нормаль и бинормаль): 

,a 22 dtsddtdV ==τ  ,a 2 ρVn =  ,aв 0=  где ρ − радиус кривизны траектории в 

данной точке. Следовательно, .aaa 2
n

2+= τ   
Отметим важные частные случаи: 
1. Если точка движется прямолинейно и неравномерно, то радиус кривиз-

ны траектории ρ  → ∝ и, следовательно, аn = 0. В этом случае ускорение на-
правлено вдоль траектории точки и по модулю равно .22 dtsddtdVaa === τ  

2. Если точка движется по криволинейной траектории равномерно, то  
V =  const, и ,0a == dtdVτ  и поэтому ускорение направлено по нормали к тра-

ектории и по модулю равно .aa 2 ρVn ==  
3. Если точка движется прямолинейно и равномерно, то an = 0, aτ = 0 и a = 0. 
В том случае, когда движение точки задано в координатной форме, каса-

тельное ускорение определяется по формуле ( ) dtddtdV 222 zyxa  ++==τ , или  

=τa  .)zzyyxx( V ++  После этого нормальное ускорение можно найти из                
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равенства ,22
n τ−= aaa  где .2222 zyxa  ++= Определив na , найдем радиус 

кривизны по формуле .a2
nV=ρ   

Если плоская траектория задана уравнением у = у(х), то радиус кривизны  

траектории вычисляется по формуле: ( ) ,yy1
32 ′′′+=ρ где xy ddy =′  и 

.xyy 22 dd=′′  
 

Вопросы для самоконтроля  
 

1. Что называется траекторией точки? 
2. Опишите способы задания движения.  
3. Как при координатном способе задания движения точки определяется 

ее траектория? 
4. Как найти проекции векторов скорости и ускорения точки на оси де-

картовой системы координат? 
5. Как вычислить модули векторов скорости и ускорения точки по их про-

екциям на координатные оси? 
6. Как определяются и что характеризуют нормальное и касательное ус-

корения точки? 
7. Как найти радиус кривизны траектории в какой-либо ее точке? 

 

 

2.2. Кинематика  плоскопараллельного   
движения  твердого  тела 

 
Плоскопараллельным (плоским) движением твердого тела называется 

такое движение, при котором траектории всех его точек лежат в плоскостях, 
параллельных некоторой неподвижной плоскости П (рис. 2.2). При пересе-
чении тела плоскостью хОу, параллельной этой плоскости, в его сечении 
получится какая-то плоская фигура S, которая будет перемещаться при дви-
жении тела, оставаясь все время в той же плоскости хОу. При таком движе-
нии все точки тела, лежащие на перпендикуляре Аа к плоскости фигуры, 
движутся совершенно одинаково, так же как и точка А этой фигуры. Все 
точки, расположенные на перпендикуляре Вв к плоскости фигуры, движутся 
так же, как и точка В этой фигуры, и т.д. (рис. 2.2). Поэтому для определе-
ния плоского движения тела достаточно знать движение этой фигуры в ее 
плоскости S.  

 
Рис. 2.2. Плоскопараллельное (плоское) 

движение твердого тела  27 



Положение неизменяемой плоскости S вполне определяется положени-
ем двух произвольных ее точек А и В. Следовательно, изучение движения 
этой фигуры сводится к изучению движения прямолинейного отрезка АВ в 
плоскости этой фигуры. Положение этого отрезка определяется двумя коор-
динатами хА и уА точки А, называемой полюсом, и углом ϕ, который образу-
ет этот отрезок с некоторой осью неизменного направления, лежащей в 
плоскости данной фигуры (рис. 2.3). Таким образом, движение плоской фи-
гуры в ее плоскости можно определить тремя уравнениями, из которых следу-
ет, что движение плоской фигуры можно разложить на два движения: 1) по-
ступательное движение вместе с полюсом А, определяемое уравнениями: xA= 
хA(t), yA=yA (t), и 2) вращательное движение вокруг полюса, определяемое 
уравнением: ϕ =ϕ(t). 

При этом угловая скорость вращательного движения не зависит от выбора 
полюса. Поэтому скорость любой точки В этой фигуры равна геометрической 
сумме скорости полюса AV  и скорости BAV  точки В во вращательном движении 
вокруг него (рис. 1.6), т. е. ВV  = AV  + BAV , причем BAV  ⊥ АВ и BAV  = ω⋅АВ. Отсю-

да следует теорема о проекциях скоростей 
точек плоской фигуры: проекции скоростей 
двух точек на ось η, проходящую через эти 
точки, равны между собой. 

Мгновенным центром скоростей 
(МЦС) называется такая точка Р плоской 
фигуры, скорость которой в данный момент 
равна нулю. Если известны скорость AV  ка-
кой-либо точки А плоской фигуры и угловая 
скорость ω этой фигуры, то, повернув вектор 

AV  вокруг точки А на угол 90°в направлении вращения фигуры  и отложив на 
этой полупрямой отрезок АР = AV /ω, получим точку Р, которая является МЦС 
(рис. 2.4).  

Если же известны направления скоростей двух точек плоской фигуры, то 
МЦС находят как точку пересечения перпендикуляров, восстановленных в 
этих точках к направлениям их скоростей. Если известны МЦС и угловая ско-
рость фигуры, то вектор скорости ВV  любой точки В фигуры  − ее скорость во 
вращательном движении вокруг МЦС – перпендикулярна к отрезку РВ, и по 
модулю равен ω⋅РВ. Отсюда следует, что скорости точек плоской фигуры про-

 
Рис. 2.3. Положение отрезка АВ, 

с которым неизменно связана фигура S 
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порциональны их расстояниям от мгновенного центра скоростей, т. е. 
.PBPAVV BA =  

 
Рис. 2.4. Определение мгновенного центра скоростей 

 
Отметим другие случаи нахождения положения МЦС, применяемые при 

решении задач. Если скорости точек А и В параллельны и АВ ⊥ AV , то для оп-
ределения положения МЦС следует воспользоваться свойством пропорцио-
нальности скоростей расстояниям точек до МЦС (рис. 2.5 а и б).  Если скоро-
сти AV  и ВV  параллельны, но скорость AV  неперпендикулярна   отрезку АВ 
(рис.2.5 в ), то прямые Аа и Вв, перпендикулярные  AV  и ВV , пересекаются в 
бесконечности и мгновенного центра скоростей не существует, и угловая ско-
рость фигуры равна нулю (ω =0). На основании теоремы о проекциях скоро-
стей VA⋅cosα =VB⋅cosα, отсюда VA=VB и AV = ВV , т.е. в данный момент времени 
скорости всех точек плоской фигуры равны по модулю и направлению. 

При качении без скольжения одного тела по поверхности неподвижного 
другого (рис. 2.5 г) МЦС совпадает с точкой Р соприкосновения тел (так как 
при отсутствии скольжения скорость точки соприкосновения равна нулю). 

 
Рис. 2.5. Методы нахождения положения МЦС, применяемые при решении задач 
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Ускорение любой точки плоской фигуры можно определить как геомет-
рическую сумму ускорений этой точки в поступательном движении вместе с 
некоторым полюсом и вращательным движением вокруг этого полюса. Если 
известны ускорение Аа  некоторой точки А фигуры (полюса), а также угловая 
скорость ω  и угловое ускорение ε  фигуры, то ускорение любой ее точки В оп-

ределяется по формуле: Ва = Аа + ВАа = Аа + n
ВАа + ВАа t , где вектор ВАа − ускорение 

точки В во вращательном движении вокруг полюса А; n
ВАа  и τ

ВАа  − нормальная 
и касательная составляющие этого вектора, которые вычисляются по форму-
лам: n

ВАа = ω2⋅АВ, τ
ВАа =ε⋅АВ. При этом вектор n

ВАа  направлен вдоль отрезка ВА, 

а вектор τ
ВАа  перпендикулярен к ВА (рис. 2.6). Ускорение точки В можно опре-

делить, если спроецировать векторное равенство: Ва = Аа + n
ВАа + τ

ВАа на оси х и у 

(см. рис. 2.6) и найти проекции этого   ускорения: хаВ = хаА – n
ВАа ,  

уаВ = уаА + τ
ВАа . По проекциям находят модуль ускорения точки В по форму-

ле: .ааа ух
2
В

2
ВВ +=  

 

Рис. 2.6. Определение ускорения любой точки В фигуры ( Аа - ускорение полюса А) 
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Вопросы для самоконтроля 
 

1. Какое движение твердого тела называется плоскопараллельным? 
2. Какими уравнениями задается плоскопараллельное движение? 
3. Как по уравнениям движения плоской фигуры найти скорость полюса 

и угловую скорость вращения вокруг полюса? 
4. Как определить скорость любой точки плоской фигуры? 
5. Сформулируйте теорему о проекциях скоростей двух точек плоской 

фигуры. 
6. Что называется мгновенным центром скоростей плоской фигуры и как 

найти его положение в различных случаях? 
7. Сформулируйте теорему об ускорениях точек плоской фигуры. 

 

2.3. Составное (сложное) движение точки 
 

Составное движение точки − это движение, при котором точка одновре-
менно участвует в нескольких движениях. Рассмотрим тело А (рис. 2.7), кото-
рое свободно движется по отношению к неподвижной системе координат 
О1x1y1z1. Пусть точка М совершает движение по поверхности этого тела. Че-
рез произвольную точку О движу-
щегося тела проведем неизменно 
связанные с этим телом оси x,y,z. 
Систему осей Оxyz называют под-
вижной системой отсчета. Движе-
ние точки М по отношению к непод-
вижной системе отсчета называют ее 
абсолютным движением, которое 
характеризуется изменением ее ра-
диуса-вектора r , абсолютной скоро-
сти абсV и  абсолютного ускорения  

абса (по модулю и направлению). 
Движение точки М по отноше-

нию к подвижной системе отсчета 
называют относительным движением точки, которое при неизменных радиу-
сах-векторах r  и оr  характеризуется изменением только ее радиуса-вектора 
ρ , т.е относительной скоростью отнV  и относительным ускорением отна в этой 
системе отсчета.  

 
Рис. 2.7. Составное движение 

материальной точки 
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Движение подвижной системы отсчета Оxyz и неизменно связанного с 
ней тела А по отношению к неподвижной системе отсчета О1x1y1z1 является 
для точки М переносным движением. Переносное движение точки М при не-
изменном по модулю радиусе-векторе ρ  характеризуется изменением радиу-
сов-векторов r  и оr  (по модулю и направлению) , переносной скоростью 

перV и переносным ускорением пера  точки М. 

Таким образом, для изучения относительного или переносного движения 
точки следует мысленно остановить соответственно переносное или относи-
тельное движение и определить далее характеристики движения точки по 
формулам кинематики точки в абсолютном движении. Если точка М участвует 
в             составном движении, то имеют место следующие теоремы: абсолют-
ная скорость точки равна геометрической сумме переносной  и относительной 
скоростей точки, т. е. абсV  = перV  + отнV ; абсолютное ускорение точки равно 

геометрической сумме переносного, относительного и кориолисова (поворот-
ного) ускорений этой точки, т. е. абса = пера + отна + кора , или абса  = n

пера  + τ
пера  + 

n
отна + τ

отна  + кора . 

Кориолисово ускорение кора  равно удвоенному векторному произведению         
угловой скорости переносного вращения на относительную скорость точки, т. е. 

кора =2⋅( перω × отнV ). Следовательно, модуль этого ускорения кора =2⋅ωпер ⋅Vотн ⋅sin α, 

где α − угол между векторами перω и отнV .Чтобы найти направление кориолисо-

ва ускорения кора  точки М, 
достаточно в точке М постро-
ить векторы перω  и отнV  и вос-

становить из этой точки пер-
пендикуляр к плоскости, в ко-
торой лежат эти векторы перω  

и отнV . Вектор кора направлен 
по этому перпендикуляру так, 
чтобы наблюдатель, смотря-
щий с конца этого вектора, 
видел поворот вектора перω  на 

угол α против хода часовой 
стрелки до совмещения его с вектором отнV  (рис. 2.8). 

 

 
 

Рис. 2.8. Определение направление 
вектора кориолисова ускорения кора  

 32 



Направление вектора кора  можно определить и другим способом (правило 
Н. Е. Жуковского): если провести через точку М плоскость П, перпендикуляр-
ную к вектору перω  и повернуть проекцию отнV ′ относительной скорости 

отнV на эту плоскость  на 90° вокруг точки М в направлении переносного вра-
щения, то получим направление вектора кора (рис. 2.8).  

Вопросы для самоконтроля 

1. Что понимается под составным (сложным) движением точки? 
2. Что называется абсолютным, переносным и относительным движени-

ем точки? 
3. Сформулируйте, что такое переносная скорость и переносное ускоре-

ние точки. 
4. В чем заключается теорема об абсолютной скорости точки, совер-

шающей составное движение. 
5. Сформулируйте теорему об ускорении точки в составном движении. 
6. Как определить модуль и направление кориолисова ускорения точки? 
7. В каких случаях ускорение Кориолиса равно нулю? 

 

2.4.  Примеры решения задач   
Задача 2.1.  

Движение точки задано уравнениями (х, у — в метрах, t — в секундах).  

. 

Определить траекторию, скорость и ускорение точки.  
 
 
Решение.  

Для определения траектории исклю-
чаем из уравнений движения время t. Ум-
ножая обе части первого уравнения на 3, а 
обе части второго — на 4 и почленно вы-
читая из первого равенства второе, полу-
чим:  или .  

Следовательно, траектория — прямая 
линия, наклоненная к оси Ох под углом α, 
где  (рис. 2.9).  

Определяем скорость точки. По фор-

 
Рис. 2.9. К задаче 2.1 
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мулам (2.1) получаем:  

; 

. 

Теперь находим ускорение точки. Формулы  (2.1) дают:  

 
Направлены векторы  и  вдоль траектории, т. е. вдоль прямой АВ. Про-

екции ускорения на координатные оси все время отрицательны, следователь-
но, ускорение имеет постоянное направление от В к А. Проекции скорости 
при 0<t<1 положительны, следовательно, в течение этого промежутка времени 
скорость точки  

направлена от О к B. При этом в момент времени =0 =10м/с; в момент 
 .  
В последующие моменты времени ( >1 с) обе проекции скорости отрица-

тельны и, следовательно, скорость направлена от В к А, т. е. так же, как и ус-
корение.  

Заметим, наконец, что при   и ; при    
(точка В); при  ; при  значения  и  растут по модулю, 
оставаясь отрицательными.  

Итак, заданные в условиях задачи уравнения движения рассказывают нам 
всю историю движения точки. Движение начинается из точки О с начальной 
скоростью  и происходит вдоль прямой АВ, наклоненной к оси Ох 
под углом α, для которого . На участке OB точка движется замед-
ленно (модуль ее скорости убывает) и через одну секунду приходит в положе-
ние В (4, 3), где ее скорость обращается в нуль. Отсюда начинается ускорен-
ное движение в обратную сторону. В момент  точка вновь оказывается в 
начале координат и дальше продолжает свое движение вдоль ОА, Ускорение 
точки все время равно 10 м/с2. 
 
Задача 2.2.  

Движение точки задано уравнениями:  
sin , cos ,x R t y R t z utω ω= = =  

где , ω и u — постоянные величины. Определить траекторию, скорость и ус-
корение точки.  
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Решение.  
 
Возводя первые два уравнения почленно в 
квадрат и складывая, получаем  

. 
Следовательно, траектория лежит на круг-
лом цилиндре радиуса R, ось которого на-
правлена вдоль оси Oz (рис. 2.10). Опре-
деляя из последнего уравнения t и под-
ставляя в первое, находим  

( )sin /x R z uω= . 
Таким образом, траекторией точки будет 
линия пересечения синусоидальной по-
верхности, образующие которой парал-
лельны оси Оу (синусоидальный гофр) с 
цилиндрической поверхностью радиуса R. 
Эта кривая называется винтовой линией. Из уравнений движения видно, что 
один виток винтовой линии точка проходит за время , определяемое из ра-
венства . При этом вдоль оси z точка за это время перемещается на 
величину , называемую шагом винтовой линии.  
Найдем скорость и ускорение точки. Дифференцируя уравнения движения по 
времени, получаем:  

cos , sin ,x y zv x R t v y R t v z uω ω ω ω= = = = − = =    
откуда  

. 

Стоящие под знаком радикала величины постоянны. Следовательно, движе-
ние происходит с постоянной по модулю скоростью, направленной по каса-
тельной к траектории. Теперь по формулам (2.1) вычисляем проекции ускоре-
ния;  
 2 sin ,x xa v R tω ω= = −   

 2 cos ,y ya v R tω ω= = −  

  0.z za v= =  
откуда  

. 

 
 

Рис. 2.10. К задаче 2.2 
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Итак, движение происходит с постоянным по модулю ускорением, Для 
определения направления ускорения имеем формулы:  

, 
’ 

. 
Но, очевидно,  

, 

где α и β —углы, образуемые с осями Ох и Оу радиусом R, проведенным от 
оси цилиндра к движущейся точке. Так как косинусы углов α1 и β1 отличают-
ся от косинусов α и β только знаками, то отсюда заключаем, что ускорение 
точки все время направлено по радиусу цилиндра к его оси.  

Заметим, что хотя в данном случае движение и происходит со скоростью, 
постоянной по модулю, ускорение точки не равно нулю, так как направление 
скорости изменяется. 
 
Задача 2.3. 

На шестерню 1 радиуса r1  действует пара сил с моментом m1 (рис. 2.11 а). 
Определить момент m2 пары, которую надо приложить к шестерне 2 радиуса 
r2, чтобы сохранить равновесие.  

 
Решение.  

Рассмотрим сначала 
условия равновесия шес-
терни 1. На нее действует 
пара с моментом m1, кото-
рая может быть уравнове-
шена только действием 
другой пары, в данном слу-
чае пары .  

Здесь  – перпенди- 
кулярная радиусу составляющая силы давления на зуб со стороны шестерни 2, 
a — тоже перпендикулярная радиусу составляющая реакции оси А (сила 
давления на зуб и реакция оси А имеют еще составляющие вдоль радиуса, ко-
торые взаимно уравновешиваются и в условие равновесия не войдут). При 
этом, согласно условию равновесия,  и .  

Теперь рассмотрим условия равновесия шестерни 2 (рис. 2.11 б). По за-
кону равенства действия и противодействия на нее со стороны шестерни 1 бу-

 
Рис. 2.11. К задаче 2.3 
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дет действовать сила , которая с перпендикулярной радиусу состав-
ляющей реакции оси В образует пару ,  с моментом, равным -Q2r2. Эта па-
ра и должна уравновеситься приложенной к шестерне 2 парой с моментом m2; 
следовательно, по условию равновесия, . Отсюда, так как Q2=Q1 
находим m2=m1/r2r1.  

Естественно, что пары с моментами m1 и m2 не удовлетворяют условию 
равновесия , так как они приложены к разным телам. Полученная в процессе 
решения задачи величина Q1 (или Q2) называется окружным усилием, дейст-
вующим на шестерню. Как видим, окружное усилие равно моменту вращаю-
щей пары, деленному на радиус шестерни: Q1=m1/r1 =m2/r2. 
 
Задача 2.4.  

Человек ростом h удаляется от фонаря, висящего на высоте H, двигаясь 
прямолинейно со скоростью . С какой скоростью движется конец тени чело-
века?  
 
Решение.  

Для решения задачи найдем снача-
ла закон, по которому движется конец 
тени. Выбираем начало отсчета в точке 
О, находящейся на одной вертикали с 
фонарем, и направляем вдоль прямой, 
по которой движется конец тени, коор-
динатную ось Ох (рис. 2.12). Изобража-
ем человека в произвольном положении 
на расстоянии x1 от точки О. Тогда ко-
нец его тени будет находиться от начала 
О на расстоянии х2.  

Из подобия треугольников ОАМ и 
DAB находим:  

. 
Это уравнение выражает закон движения конца тени М, если закон дви-

жения человека, т.е. , известен. 
Взяв производную по времени от обеих частей равенства и замечая, что 

по формуле (2.1) , где  — искомая скорость, полу-
чим  

. 

 
Рис. 2.12. К задаче 2.4 
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Если человек движется с постоянной скоростью ( ), то скорость 
конца тени М будет тоже постоянна, но в  раз больше, чем скорость 
человека.  

Обращаем внимание на то, что при составлении уравнений движения на-
до изображать движущееся тело или механизм в произвольном положении. 
Только тогда мы получим уравнения, определяющие положение движущейся 
точки (или тела) в любой момент времени. 
 
Задача 2.5.  

Определить траекторию, скорость и ускорение середины М шатуна кри-
вошипно-ползунного механизма (рис. 2.13), если OA=AB=2b, а угол  при 
вращении кривошипа растет пропорционально времени: .  
 

Решение.  
Начинаем с определения уравнений 

движения точки М. Проводя оси и обо-
значая координаты точки М в произ-
вольном положении через х и у находим  

. 
Заменяя  его значением, получаем 

уравнения движения точки М:  
. 

Для определения траектории точки 
М представим уравнения движения в виде  

. 
Возводя эти равенства почленно в квадрат и складывая, получим  

. 

Итак, траектория точки М — эллипс с полуосями 3b и b.  
Теперь по формуле (2.1)  находим скорость точки М:  

 

. 

Скорость оказывается величиной переменной, меняющейся с течением 
времени в пределах от  до .  

 
 

Рис. 2.13. К задаче 2.5. 
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Далее по формулам (2.1) определяем проекции ускорения точки М;  

; 

отсюда  
, 

где  — длина радиуса-вектора, проведенного из центра О до точки М. 
Следовательно, модуль ускорения точки меняется пропорционально ее рас-
стоянию от центра эллипса.  

Определелим направление ускорения  : 

 
Отсюда находим, что ускорение точки М все время направлено вдоль МО 

к центру эллипса. 
 
Задача 2.6.  

Вал, делающий n=90 об/мин, после выключения двигателя начинает вра-
щаться равнозамедленно и останавливается через t1=40 с. Определить, сколь-
ко оборотов сделал вал за это время.  
 
Решение.  

Так как вал вращается равнозамедленно, то для него, считая , будет  
.                                     (2.2)  

Начальной угловой скоростью при замедленном вращении является та, кото-
рую вал имел до выключения двигателя. Следовательно,  

. 

В момент остановки при t=t1 угловая скорость вала ω1=0. Подставляя эти 
значения во второе из уравнений (2.2), получаем:  

 и . 

Если обозначить число сделанных валом за время t1 оборотов через N (не 
смешивать с n; n — угловая скорость), то угол поворота за то же время будет 
равен . Подставляя найденные значения ε и  в первое из уравнений, 
получим  

, 
откуда  

. 

 39 



Задача 2.7. 
Маховик радиусом R=0,6 м вращается равномерно, делая n=90 об/мин. 

Определить скорость и ускорение точки, лежащей на ободе маховика.  
 
Решение.  

Скорость точки обода , где угловая скорость  должна быть выра-
жена в радианах в секунду. Тогда  и .  

Далее, так как , то ε=0, и, следовательно,  
.  

Ускорение точки направлено в данном случае к оси вращения. 
 
Задача 2.8.  

Найти скорость точки М обода колеса, катящегося по прямолинейному 
рельсу без скольжения (рис. 2.14), если скорость центра С колеса равна , а 
угол DKM=α.  
 

Решение  
Приняв точку С, скорость которой из-
вестна, за полюс, найдем, что 

M C MCv v v= +
  

, где MCv CM⊥


  по моду-

лю MCv MC Rω ω= ⋅ =  (  – радиус коле-
са). Значение угловой скорости ω най-
дем из условия того, что точка  колеса 
не скользит по рельсу и, следовательно, 
в данный момент времени 0Kv = . С 
другой стороны, так же как и для точки 
М, K C KCv v v= +

  
 где KCv KC Rω ω= ⋅ = . 

Так как для точки К скорости KCv и Cv  

направлены вдоль одной прямой, то при 0Kv =   KC Cv v=  , откуда Cv Rω = . 

В результате находим, что MC Cv R vω= = .  

Параллелограмм, построенный на векторах  MCv  и Cv , будет при этом 

ромбом. Угол между MCv  и Cv  равен β, так как стороны, образующие этот 
угол и угол β, взаимно перпендикулярны. В свою очередь угол β=2α, как цен-
тральный угол, опирающийся на ту же дугу, что и вписанный угол α. Тогда по 

 
 

Рис. 2.14. К задаче 2.8. 
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свойствам ромба углы между Cv  и Mv  и между MCv  и Mv  тоже равны α. 
Окончательно, так как диагонали ромба взаимно перпендикулярны, получим  

2 cosM Cv v α=  и  Mv KM⊥


 . 
 
Задача 2.9.  

Определить скорость точки М обода катящегося колеса, рассмотренного 
в предыдущей задаче,   с помощью мгновенного центра скоростей.  
 
Решение.  

Точка касания колеса Р (рис. 2.15) 
является мгновенным центром скоро-
стей, поскольку . Следовательно, 

. Так как прямой угол PMD 
опирается на диаметр, то направление 
вектора скорости  любой точки обода 
проходит через точку D. Составляя про-
порцию  и замечая,  
что , a , находим 

.  
Чем точка М дальше от Р, тем ее 

скорость больше; наибольшую скорость 
  имеет верхний конец D верти-

кального диаметра. Угловая скорость колеса имеет значение  

 
Аналогичная картина распределения скоростей имеет место при качении 

колеса или шестерни по любой цилиндрической поверхности. 
 
Задача 2.10. 

Центр О колеса, катящегося по прямолинейному рельсу (рис. 2.16), имеет 
в данный момент времени скорость  и ускорение . Радиус 
колеса R=0,2 м. Определить ускорение точки В — конца перпендикулярного 
ОР диаметра АВ и ускорение точки Р, совпадающей с мгновенным центром 
скоростей. 
 

 
 

Рис. 2.15. К задаче 2.9 
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Решение.  
1. Так как  и  известны, прини-

маем точку О за полюс.  
 

2. Определение ω. Точка касания Р 
является мгновенным центром скоро-
стей; следовательно, угловая скорость 
колеса  

. 

3. Определение ε. Так как величина PO=R остается постоянной при лю-

бом положении колеса, то Ov
R

ε =  

Знаки ω и ε совпадают, следовательно, вращение колеса ускоренное.  
Примечания:  
а) не следует думать, что если по условиям задачи , то 

. Значение  в задаче указано для данного момента времени; 
с течением же времени  изменяется, так как ; 
б) в данном случае , так как движение точки O является пря-
молинейным. В общем случае . 

4. Определение  и . Так как за полюс взята точка O, то ускорение 
точки B определяется по фомуле: 

 

Учитывая, что в нашем случае BO=R, находим: 

. 

Показав на чертеже точку B отдельно, изображаем (без соблюдения мас-
штаба) векторы, из которых слагается ускорение , а именно: вектор  (пе-
реносим из точки O), вектор  (в сторону вращения, так как оно ускоренное) 
и вектор  (всегда от B к полюсу O). 

5. Вычисление . Проведя оси X и Y, находим, что  
, 

откуда 

. 

Аналогичным путем легко найти и ускорение точки P:  и 
направлено вдоль PO. Таким образом, ускорение точки P, скорость которой в 
данный момент времени равна нулю, нулю не равно.   

 
 

Рис. 2.16. К задаче 2.10 
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Задача 2.11.  
Колесо катится по прямолинейному рельсу так, что скорость  его центра С 
постоянна. Определить ускорение точки М обода колеса (рис. 2.17).  
 
Решение. 

Так как по условиям задачи 
, то  и точка С является 

мгновенным центром ускорений. Мгно-
венный центр скоростей находится в 
точке Р. Следовательно, для колеса  

 

 
В результате ускорение точки М 

. 

Таким образом, ускорение любой 
точки М обода (в том числе и точки Р) 
равно  и направлено к центру С колеса, так как угол . Заметим, что 
это ускорение для точки М не будет нормальным ускорением. В самом деле, 
скорость точки М направлена перпендикулярно РМ. Следовательно, касатель-
ная  к траектории точки М направлена вдоль линии MD, а главная нормаль 

 — вдоль МР. Поэтому  

. 
 
Задача 2.12. 

Плоский механизм состоит из стержней 1, 2, 3, 4 и ползуна С, соединен-
ных друг с другом и с неподвижными опорами О1 и О2 шарнирами (рис. 2.17 а). 
Точка D находится в середине стержня АВ. Длины стержней равны соответст-
венно L1=0,4 м,  L2 =1,2 м,  L3=1,4 м,  L4=0,6 м. 

Дано: 1ω = 6 с-1,  1ω   –  величина постоянная.  Заданную угловую ско-
рость считать направленной против часовой стрелки. 

Найти:  скорости точек  В и C;   угловую скорость CDω ;  ускорение точ- 

ки В; угловое ускорение ABε   
 

 
 
Рис. 2.17. К задаче 2.11. 
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а) 

 
 
 
 
 
 
 
б) 

 
Рис.2.17. К задаче 2.12 

 

Решение (рис. 2.17 б) 

1. Определим скорость точки А.  Стержень OA  вращается вокруг точки O1, 
поэтому скорость точки А определяется по формуле  1 1AV Lω= ⋅  = 1,6 м/с  
и направлена перпендикулярно отрезку  O1А.  AV  = 1,6 м/с. 

2. Определим угловую скорость стержня АВ.  Точка  В вращается вокруг 
центра О2, поэтому ее скорость перпендикулярна отрезку O2B. Для на-
хождения мгновенного центра скоростей отрезка АВ в точках А и В вос-
становим перпендикуляры к векторам AV


и  BV


.   Точка пересечения этих 

перпендикуляров Р2  является мгновенным центром скоростей второго 
стержня. Угловая скорость вычисляется по формуле   2 2/AV P Aω = . Рас-
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стояние  2P A   определяется из равнобедренного треугольника  2P AB , то 

есть  2
2 0,7

2cos30o

LP A = =  м. Поэтому  2ω =  2,3 с-1.    

3. Определим скорость точки В по формуле 2 2BV P Bω= ⋅ =  1,6 м/с по фор-

муле 2 2BV P Dω= ⋅ =  0,8  м/с. 
4. Определим скорость точки С.  Так как точка С движется прямолинейно, 

то ее  скорость  направлена  вдоль движения ползуна.  Для нахождения 
мгновенного центра скоростей отрезка CD в точках C и D восстановим 
перпендикуляры к векторам CV


и  DV


.   Точка пересечения этих перпен-

дикуляров Р3  является мгновенным центром скоростей третьего  стерж-
ня. Угловая скорость вычисляется по формуле   3 3/DV P Dω =  , а ско-

рость точки С 3 3CV PCω= . Так как треугольник  3PCD  равносторонний, 
то  CV  = 0,8 м/с. 

5. Определим угловую скорость отрезка О2В. Известно, что центром скоро-
стей этого стержня является точка  О2В , а также скорость точки B. По-
этому  угловая скорость четвертого стержня  вычисляется по формуле   

4 4/BV Lω =  и  4ω =  2,7 с-1. 
6. Определим ускорение точки А. Так как первый стержень вращается рав-

номерно, то точка А имеет относительно О1 только нормальное ускоре-

ние, которое вычисляется по формуле 2
1 1Aa Lω=  = 6,4 м/с2.  

7. Определим ускорение точки В, которая принадлежит двум стержням − 
АВ и О2В. Поэтому ускорение точки В определяется с помощью двух 
формул  

n
B A BA BAa a a aτ= + +
   

   и    
2 2

n
B BO BOa a aτ= +
  

 , 

где    Aa   − ускорение точки А; 
n
BAa   − нормальное ускорение точки В относительно А; 

BAaτ   − тангенциальное  ускорение точки В относительно А; 

2

n
BOa  − нормальное ускорение точки В относительно О2; 

2BOaτ  − тангенциальное  ускорение точки В относительно О2. 
2
2 2

n
BAa Lω= = 6,4 м/с2 ;    

2

2
4 4

n
BOa Lω= = 4,3 м/с2.  

 45 



Можно составить уравнение  

2 2

n n
A BA BA BO BOa a a a aτ τ+ + = +
    

,   которое в проекциях на оси координат 
имеет вид 

2

2

0 0 0

0 0 0

cos 60 cos30 cos 60

cos30 cos 60 cos30

n n
A BA BA BO

n
A BA BA BO

a a a a

a a a a

τ

τ τ

 − + =

− + + =

 

Решив полученную систему двух уравнений с двумя неизвестными, по-
лучим:  

BAaτ = 13,2 м/с2 , аВХ  = 4,1  м/с2 ,  аВY  =9,1 м/с2,  аВ  =10 м/с2. 
8. Определим угловое ускорение стержня АВ, используя формулу  

2/BA BAa Lτε = = 13,2 с-2. 
 

Задача 2.13. 

Круглая пластина радиуса R=60 см вращается вокруг неподвижной оси 
по закону 32 510 tt −=ϕ  (рис.2.18 а).  Положительное направление угла ϕ  по-
казано на рисунке дуговой стрелкой. Ось вращения ОО1 лежит в плоскости 
пластины  (пластина вращается в пространстве). По окружности радиуса R 
движется точка М. Закон ее  движения  по дуге окружности 

s=∪АМ= ( )ttR 2
3

3 −
π . На рисунке точка М показана в положении, когда s поло-

жительно, при s отрицательном точка М находится по другую сторону от точ-
ки А;  L=R.  

Найти абсолютную скорость и абсолютное ускорение точки М в момент 
времени t=1 с. 

 
Решение (рис. 2.18 б)  

В качестве подвижной системы координат  xyz  примем точку С.  
Эта система совершает вращательное движение с угловой скоростью  

220 15d t t
dt
ϕω = = −  = 5 с-1. Угловое ускорение 

2

2 20 30d t
dt
ϕε = = − =  -10 с-2.  На-

правления векторов ω  и ε  опледеляются по правилу буравчика и изображены 
на рис. Причем, вектор ε


 направлен в противоположную сторону, так как его 

значение  его проекции на ось OХ неподвижной системы координат XYZ  от-
рицательно. Вычислим  скорость и ускорение центра подвижной системы коор-
динат С, которая движется по окружности. Скорость вычисляется по формуле 

2CV Rω=  , равна 600 см/с и первендикулярна плоскости  рисунка. Ускорение 
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точки С состоит из двух компонент − нормальное 2 2n
Ca Rω= ⋅  = 3000 см/с2  и  

тангенциальное  2Ca Rτ ε= ⋅  = 1200  см/с2  ускорения. 
 
 
 
 
а) 

 
 
 
 
 
 
 
б) 

 
Рис.2.18. К задаче 2.13 

 
Вычислим путь, относительную скорость и ускорение точки M. Ее поло-

жение определяется величиной дуги S, в данный момент времени S = 
3

Rπ
−  , 
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поэтому она располагается слева от точки А. Относительная скорость 

( )23 2
3от

dsV R t
dt

π
= = − . В данный момент времени она равна 63 см/с и направ-

лена по касательной к окружности. Относительное ускорение является суммой 

двух составляющих − тангенциальной 
2

2 2от
d sa Rt
dt

τ π= =  = 377 см/с-2  и нор-

мальной 
2

n от
от

Va
R

=  = 66 см/с-2 . 

Абсолютная скорость точки M определяется по формуле 
,абс от CV V V Rω = + +  

   
, 

где − , Rω  


  переносная скорость вращательного движения, модуль которой 
0, sin 30R Rω ω  = 


 =  150 см / с,  ее направление определяется по правилу Жу-

ковского.  В разложении на оси координат  

   0cos30абсY отV V=    ,абсZ CV V Rω = +  


 

По теореме Пифагора ( )2
2 ,абс от CV V V Rω = + +  


 = 750 м /с. 

Абсолютное ускорение  точки M определяется по формуле 
, , , 2 ,абс от C отa a a R R Vω ω ε ω      = + + + +      

       
, 

где  , , Rω ω    
 

  и   , Rε  


− соответственно нормальное и тангенциальное пе-

реносные ускорения вращательного движения,  2 , отVω  


− кориолисово уско-
рение.  

, , Rω ω    
 

= 750 м / с-2 ;     , Rε  
 =300   м / с-2 ;  2 , отVω  


 = 546 м / с-2   

0 0cos30 cos 60n
абсX от отa a aτ= + ; 

0 0cos 60 cos30 , ,n n
абсY от от Ca a a a Rτ ω ω  = − + − −   

 
; 

, 2 ,абсZ C отa a R Vτ ε ω   = − − +   
  
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3. Динамика 
3.1. Основные законы динамики  

 
Динамика – раздел теоретической механики, в котором изучаются законы 

движения материальных тел в пространстве с учетом действующих на них сил 
как причин тех или иных изменений в характеристике их движения. Основу            
динамики составляют законы (аксиомы) Галилея - Ньютона: закон инерции,           
закон пропорциональности  силы  и  ускорения, закон равенства действия и 
противодействия, закон независимости действия сил. 

Первая аксиома динамики – закон инерции  – материальная точка (тело) 
сохраняет состояние покоя или равномерного прямолинейного движения, если 
на нее (него) действует уравновешенная система, до тех пор, пока действие 
других тел не изменит это состояние. И наоборот, если нужно, чтобы точка 
(тело) двигались равномерно и прямолинейно, то необходимо создать условия 
для равновесия всех сил, приложенных к ней (нему).  

Свойство материальных тел, заключающееся в их стремлении сохранять 
неизменным данное кинематическое состояние (покоя или движения), называ-
ется инерцией. Мерой инерции материальных тел являются: масса (при по-
ступательном движении) или момент инерции (при вращении).  Масса – коли-
чество материи в данной точке (в данном объеме), которое определяет инер-
ционность тела только при его поступательном движении, так как в этом слу-
чае скорости и ускорения всех точек тела в данный момент времени равны. 

При вращении вокруг оси инерционность тела определяется не только 
массой, но и ее распределением в окрестности вращения. Чем компактнее 
(ближе к оси) распределена масса тела, тем меньше инерционность тела, и на-
оборот. Поэтому при вращении тела вокруг оси его инерционность определя-
ет момент инерции тела. Различают моменты инерции тела относительно: точ-
ки (начала системы координат); оси (координатных осей); плоскости (коорди-
натных плоскостей). Момент инерции точки равен произведению массы m 
точки на квадрат ее кратчайшего расстояния r до оси (центра) вращения:  
J =mr2, кг.м2. Момент инерции тела относительно точки (оси, плоскости) – ве-
личина, равная предельному значению суммы произведений масс элементар-
ных частиц тела на квадрат их кратчайшего расстояния до точки (оси, плоско-
сти):  J= limΣ mi ri

2, кг . м2. 
Вторая аксиома динамики – основной закон динамики ( amF = ) –

 ускорение материальной точки пропорционально приложенной к ней силе и 
имеет одинаковое с ней направление (рис. 3.1 а).  Этот закон утверждает, во-
первых, что причиной ускорения служит сила, во-вторых, что числовое значе-

 49 



ние ускорения пропорционально числовому значению силы и, в-третьих, что 
направление вектора ускорения всегда совпадает с направлением вектора силы.  

 
Рис. 3.1.  а – движение точки по кривой; б падение в поле тяжести – 

 
Законы инерции и пропорциональности силы и ускорения справедливы 

для инерциальных систем отсчета – систем отсчета, движущихся прямолиней-
но и равномерно друг относительно друга. 

Третья аксиома динамики – закон равенства действия и противодействия: 
при взаимодействии двух тел, силы, приложенные к каждому из них, равны по 
модулю и направлены по одной прямой в противоположные стороны. 

| F |=| 'F |, F = 'F− , где F – сила действия на данное тело со стороны другого те-

ла, amF −='  −  сила противодействия телу со стороны другого тела (сила инер-

ции Ф ), ФF ≡ . Этот закон используется при определении взаимодействия как 
неподвижных (в статике), так и двигающихся тел (динамике). Сила инерции ма-
териальной точки – сила противодействия телу, сообщающему точке ускорение 

 a , равная: amФ −= , nФФФ += τ , где τФ – касательная составляющая силы 
инерции, пропорциональная касательной составляющей  aτ  полного ускоре-

ния a точки; nФ  – нормальная составляющая силы инерции, пропорциональная 

нормальной  составляющей na  полного ускорения a , см рис. 3.2 а. 

 
Рис. 3.2. Сила действия и сила инерции (а); сложение ускорений (б) 
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Четвертая аксиома динамики – закон независимости действия сил: не-
сколько одновременно действующих на материальную точку сил 
( ni FFFF ;...;;; 21 ) сообщают точке такое ускорение a , какое сообщила бы ей од-
на сила F , равная их геометрической сумме ∑ iF  т.е. ∑= iaa , где ia  – ускоре-
ние точки, сообщаемое  ей i-ой силой (рис. 3.2 б). Этот закон позволяет облег-
чить решение задач динамики: если на материальную точку действует не-
сколько сил, то можно сначала найти ускорения, приобретенные от действия 
каждой силы отдельно, а затем эти ускорения геометрически сложить и найти 
ее полное ускорение.  

 
3.2. Динамика материальной точки  

 

Точка, движение которой ничем не ограничено, называется свободной.             
Свободная точка под действием приложенных сил может двигаться в каком 
угодно направлении. Примером такого движения может служить так называе-
мое свободное падение – движение точки под действием силы тяжести в без-
воздушном пространстве (рис. 3.1 б). Задачи, в которых рассматривается сво-
бодная точка, на которую действует несколько сил nFFF ,...,, 21 , решаются при 

помощи основного уравнения динамики amF = , где 
i

FF ∑= – равнодейст-

вующая. При этом согласно закону независимости действия сил, ∑= iaa , т.е. 
ускорение точки равно геометрической сумме ускорений, сообщенных ей каж-
дой силой в отдельности (см.рис.3.2 б). При движения точки в плоскости или 
пространстве векторное равенство заменяется двумя или тремя скалярными 
дифференциальными уравнениями для проекций на оси декартовой и естест-
венной систем координат соответственно:  

m x``= ΣFi х, my``= ΣFi у, mz``=ΣFi z; 

m ρv2
r = ΣFi n,  m tdsd 22 = ΣFi r. 

При несвободном движении точки, например, по плоской неподвижной 
шероховатой кривой (твердой поверхности) в правой части дифференциаль-
ные уравнений, кроме активных сил, будут содержать еще  проекции на оси 
систем координат (или касательной и нормальной составляющих) полной  си-
лы реакции  этой (поверхности) как связи. 

В динамике материальной точки решаются две основные задачи: прямая и 
обратная. Прямая задача динамики точки – задача об определении движения 
точки по заданным силам. Обратная задача динамики точки – задача об опре-
делении сил по заданному движению точки. При решении этих задач исход-
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ными являются дифференциальные уравнения движения точки, записанные в   
 общем виде в декартовых или естественных координатах. 

Ряд задач динамики материальной точки решается с помощью принципа      
Даламбера, который формулируется следующим образом: движущаяся свобод-
ная материальная точка может рассматриваться как покоящаяся под действи-
ем активных (заданных) сил и сил инерции, т.е. 0=++∑∑ ФRF ii – условие 
псевдопокоя свободной точки под действием сил, сходящихся в точке (рис. 
3.3а). Для несвободной материальной точки (рис.3.3б) принцип Даламбера 
формулируется следующим образом: движущаяся несвободная материальная 
точка может рассматриваться как покоящаяся под действием активных 
сил, реакций связи и силы инерции, т.е. 0=++∑∑ ФRF ii  – условие псевдопо-
коя несвободной точки под действием сил, сходящихся в точке. 

 
Рис. 3.3. Применение принципа Даламбера для свободной (а) и несвободной (б) точки 
 

Различают две меры действия силы и механического движения векторная 
и скалярная (рис. 3.4).  

 
 

Рис. 3.4. Меры действия силы (а) и механического движения (б) 
 

Импульс силы – вектор S , динамическая величина, характеризующая пере-
дачу материальной точке механического движения со стороны действующего на 
нее тела за данный промежуток ∆t времени и учитывающая (в отличие от силы) и 
интенсивность, и продолжительность механического взаимодействия. Импульс 
постоянной по величине и направлению силы равен произведению вектора силы 
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на интервал времени ее действия, tFS ∆⋅= , Hм. Импульс переменной по величи-

не и (или) направлению силы равен:  S = ∫
t

t
Fdt

к

н

, ∆t = tк  – tн – время действия силы 

)(tFF = , где tн и tк  – моменты начала и конца ее  действия. 
Работа силы – алгебраическая величина, характеризующая передачу 

точке (телу) механического движения со стороны действующего на нее тела 
(точки) при перемещении точки (тела) на некотором пути. Работа силы F , 
постоянной по величине и направлению, на конечном перемещении u  мате-
риальной точки равна скалярному произведению вектора силы на вектор пе-

ремещения: uFA ⋅=  = | F|.|u|cos( uF; ) (рис. 3.5 а). Работа силы )(tFF = , пе-
ременной по величине и (или) направлению, на конечном перемещении ма-
териальной точки равна значению криволинейного интеграла, взятого от вы-
ражения для элементарной работы этой силы на элементарном перемещении 
радиуса-вектора точки rd :  

∫ ∫∫ ∫ ===∂=
∧∧ к

н

к

н
r

к

н

к

н
кн drFdsFFdsFvFdFA );cos();cos(, τ  (рис.3.5б), 

где rdsdd ==∂ –  элементарный путь, пройденный точкой за элементарный 

интервал времени dt; ds – элементарное приращение дуговой координаты точ-

ки ; τF – проекция силы на орт касательной  τ  к траектории в данной точке. 

 
Рис. 3.5. Определение работы для постоянной (а) и переменной (б) силы 

 
Мощность N постоянной силы – отношение элементарного приращения 

работы δA силы F к элементарному интервалу времени dt, в течение которого 
имело место это приращение, т.е. работа, совершаемая в единицу времени: 

zyx ZvYvXvvFvFvF
dt
drF

dt
rdF

dt
AN +====== );cos(δ

. 
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Работа равнодействующей силы ∑= iFF на некотором перемещении рав-

на алгебраической сумме работ ее составляющих ( nFFF ;...;; 21 ), на том же 

перемещении: ∫ ∫∫∫∑ +++===
к

н

к

н
nnii

к

н

к

н
i rdFrdFrdFrdFFAFA ...)()( 11 . Работа посто-

янной силы  F  на результирующем перемещении ∑= iuu  равна алгебраиче-

ской сумме работ этой силы на составляющих ( ni uuu ;...;;1 ) перемещения 

∑ ++++=== nii uFuFuFuFAuFAu ...: 21 .  

Импульс p  материальной точки – вектор, имеющий направление  векто-

ра скорости v , и модуль, равный произведению массы точки на модуль скоро-

сти ее движения: vmp = , vmp =  (рис. 3.6а). 

 
Рис. 3.6. Импульс  p  (а) и момент импульса L (б) материальной точки 

 

Производная от вектора импульса p  точки по времени равна равнодейст-

вующей всех сил, действующих на точку: ∑== iFF
dt
Dd . Прираще-

ние вектора импульса p  точки за конечный интервал времени равно геометри-
ческой сумме импульсов всех сил, действующих на точку в течение этого ин-
тервала времени:  

∑=− iнк Spp  или niнк SSSSvmvm


+++++=− ......21  

или в проекциях на оси декартовой системы координат, получим:   

mvKX - mvHX  = ∑SXi  ; mvKY - mvHY = ∑SYi; mvKZ - mvHZ = ∑Szi. 
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В случае, когда 0=∑ iS


 или, например 0=∑ xiS


, выполняется закон со-

хранения импульса материальной точки в целом ( constvmp ==


) или в проек-
ции на ось,  x (рx = mvx = const). 

Момент импульса материальной точки относительно центра О – вектор 

OL


, направленный перпендикулярно плоскости, проходящей через вектор  p  
этой точки и центр О в ту сторону, смотря откуда вектор p виден направлен-

ным против вращения часовой стрелки, и равный: prLo


×=  (рис. 3.6 б). Мо-
мент импульса материальной точки относительно оси – алгебраическая вели-
чина, взятая со знаком плюс или минус и равная произведению модуля проек-
ции рxOy  вектора импульса p на плоскость xOy, перпендикулярную оси z, на 
плечо hxOy этой проекции относительно этой оси z: Lz  =|рxOy| hxOy  (рис. 3.6 б). 

Производная от вектора момента импульса относительно центра 
по времени равна главному моменту всех сил, действующих на точку, относи-

тельно этого центра: )(0
ioo FMM

dt
Ld 


∑== • или в проекциях на оси декартовой 

системы координат получаются соотношения:  

)( ix
x FM

dt
Ld 


∑= ;            )( iy
y FM

dt
Ld 


∑= ;               )( iz
z FM

dt
Ld 


∑= , 

которые выражают теорему об изменении момента импульса точки, записан-
ную в дифференциальной векторной и  аналитической формах соответствен-
но. В случае, когда 0)(0 =∑ iFM


 или, например 0)( =∑ ix FM


, выполняется 

закон сохранения момента импульса точки относительно центра ( oL


) или оси 
(Lx ). 

Кинетическая энергия точки – мера механического движения, равная по-
ловине произведения массы точки на квадрат скорости ее движения: K 
=(1/2)mv2. Приращение кинетической энергии K материальной точки при ее 
движении на некотором пути равно сумме работ всех сил, действующих на 
точку на этом пути: ∆K = ∑Ai , где ∆K = KK - KH, KK , KH – кинетическая энергия 
точки в конечном и начальном положениях. 

 

3.3.  Динамика твердого тела и механической системы 
 

Все силы, действующие на механическую систему, разделяют на внешние 
и  внутренние. К внешним силам относят активные (заданные) силы и реакции 
внешних связей. К внутренним силам относят реакции внутренних связей – 
силы взаимодействия между телами (точками), входящими в систему тел (то-
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чек). Свойство системы внутренних сил – их главный момент *
,внутоM


 и глав-

ный вектор  *
внутR


равны нулю ( 0* =внутR


), ( 0*
, =внутоM


), так как все внутренние 

силы – силы действия и противодействия между отдельными телами (точками) 
системы, попарно равны по модулю и противоположны по направлению. 
Центр масс системы материальных точек – точка, радиус-вектор cr


 которой 

определяется уравнением: ∑
∑=

i

ii
c m

rm
r , где mi и ir


 – масса и радиус-вектор i – 

ой точки механической системы (рис. 3.7а). В проекциях на оси декартовой 
системы координат выражения для координат центра масс имеют вид:  

∑
∑=

i

ii
c m

xm
x , ∑

∑=
i

ii
c m

ym
y , ∑

∑=
i

ii
c m

zm
z  

 
Рис. 3.7. Определение центра масс (а); возможные перемещения рычага (б) 

 

Центр масс системы материальных точек движется как материальная точ-
ка с массой m, равной массе всей системы (m = ∑mi), к которой приложены все 
внешние силы ( вне

n
вне
j

вневне FFFF


,...,,..., 21 ), действующие на систему, т.е.  уравне-

ние движения центра масс: ∑= вне
jc Fam


 или в проекциях на оси  декартовой 
системы координат дифференциальные  уравнения  движения центра  масс 
имеют вид: ∑= вне

jC Xxm  , ∑= вне
jC Yym  , ∑= вне

jC Zzm  .   
Импульс системы материальных точек – вектор, равный геометрической 

сумме (главному вектору) импульсов всех материальных точек этой систе-

мы: ci VmpP


==∑ , где cV


 – скорость движения центра масс. Производ-
ная от импульса системы материальных точек по времени равна главному век-
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тору внешних сил, действующих на все точки этой системы: внеFdtPd


=/  или  
в  проекциях на оси декартовой системы координат, получим: вне

xx FdtdP =/ . В 

случае, когда 0=внеF


 или выполняется закон сохранения импульса системы 
материальных точек в целом ( constVmP c ==


), или ( constmVP cxx == ) – в про-

екции на ось x. 
В векторной конечной форме теорема об изменении импульса системы       

материальных точек имеет вид: ∑=∆ вне
jSP


 или 
вне
n

вне
j

вневне
нк SSSSPP ......21 ++++=−


 или в проекциях на оси декартовой сис-
темы координат следует теорема об изменении импульса механической систе-
мы в аналитической форме:   

РKx -Р  H x = ∑Sxj
вне , РKy - РHy = ∑Syj

вне , РKx - Р  H z = ∑ Szj
вне. 

Момент импульса (кинетический момент) системы материальных точек 
относительно центра – вектор, равный геометрической сумме моментов им-
пу-льса всех точек системы, взятых относительно этого центра: 

[ ]∑∑∑ ×=×== )()( iiiiioio vmrprLL 
. Момент импульса (кинетический мо-

мент) системы материальных  точек относительно оси – алгебраическая 
 сумма  моментов импульса всех точек системы, взятых относительно этой 
оси: Lz = ∑ Lzi .  Производная от момента импульса системы материальных то-
чек относительно центра по времени равна главному моменту всех внешних 
сил, действующих на все точки этой системы, относительно того же центра: 

∑== )(/ * вне
io

вне
oo FMMdtLd


 или в проекциях на оси декартовой системы коорди-

нат: dLx/dt = ∑Mx(Fi
вне), dLy/dt=∑My(Fi

вне) , dLz/dt =∑Mz(Fi
вне) – следует  тео-

рема об изменении  момента импульса системы материальных точек, записан-
ная в дифференциальной векторной и аналитической формах соответственно. 
В случае, когда 0)( =∑ вне

io FM


 или, например, ∑Mx(Fi
вне)=0, выполняется закон 

сохранения момента импульса системы материальных точек относительно 
центра ( constLo =


) или оси координат (Lx =const ). 

Кинетическая энергия механической системы равна сумме кинетических 
энергий всех ее частей (точек, тел): K=∑Ki. Формулы для вычисления кинети-
ческой  энергии тела (для основных видов движения тел) приведены в таблице 
1.  Приращение кинетической энергии механической системы на некотором ее 
перемещении равно сумме работ всех внешних сил, действующих на все точки 
(тела) этой системы, на данном перемещении: ∆K = ∑Ai

вне, где KK,KH  – кине-
тическая энергия системы в конечном и начальном положениях. 
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Абсолютно твердое тело как система из бесконечно большого числа 
 элементарных частиц (материальных точек), бесконечно малое расстояние 
между которыми всегда неизменно. Поэтому масса твердого тела – предельное 
значение суммы масс его элементарных частиц: m = lim∑mi.  

Моментом инерции тела относительно оси называется величина, являю-
щаяся мерой инертности тела во вращательном движении вокруг этой оси  и 
равна сумме произведений масс всех частиц тела  на квадраты их расстояний 
от этой же оси.  

( )2 2

( )
x

M

J y z dm= +∫ ,    ( )2 2

( )
y

M

J x z dm= +∫ ,     ( )2 2

( )
z

M

J x y dm= +∫  

Момент инерции зависит только от формы тела и расположения масс в 
нем. Моменты инерции некоторых однородных тел  простейшей формы 
(начало координат располагается в центре масс). 

1. Прямолинейный тонкий стержень длиной L, расположенный вдоль оси 

OZ:   21
12x yJ J mL= = ,    0zJ = . 

2. Прямоугольный параллелепипед со сторонами a, b и  с, параллельными 

соответственно осям OX, OY  и  OZ:,   ( )2 2

12y
mJ a c= + ,   ( )2 2

12z
mJ b c= +  

3. Полый прямой круглый  цилиндр высотой H и радиусами внешней и внут-
ренней поверхностей, равными  R1 и R2; OZ – ось цилиндра: 

( )2 2 2
1 23 3

12x y
mJ J R R H= = + + ,  ( )2 2

1 22z
mJ R R= + .  

4. Сплошной прямой круглый  цилиндр высотой H и радиусом основания, 

равным  R ; OZ – ось цилиндра: ( )2 23
12x y
mJ J R H= = + ,  21

2zJ mR= . 

5. Тонкостенный  прямой круглый полый  цилиндр высотой H и радиусом 

основания, равным  R ; OZ – ось цилиндра: ( )2 26
12x y
mJ J R H= = + ,  

2
zJ mR= . 

6. Полый шар с радиусами внешней и внутренней поверхностей, равными  

R1 и R2: 
5 5
1 2
3 3
1 2

2
5x y z

R RJ J J m
R R

−
= = =

−
; 

7. Сплошной шар: 22
5x y zJ J J mR= = = ; 

8. Тонкостенная сфера: 22
3x y zJ J J mR= = =  
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Радиус инерции  тела – расстояние ρz от оси вращения z до точки, в кото-
рую должна быть сосредоточена вся масса m тела, чтобы момент инерции этой 
точки относительно этой оси равнялся моменту инерции тела относительно 
этой оси:  Jz =mρz

2 = lim∑miri . Момент инерции тела Joz  относительно какой-
либо оси oz  равен сумме момента инерции Jcϕ тела относительно оси cϕ, про-
ходящей через центр масс тела, и параллельной оси oz, и произведе-
ния массы m тела на квадрат  кратчайшего расстояния  между осями: 
Joz =Jcϕ +ma2 – теорема о моментах инерции тела относительно параллельных 
осей (теорема Штейнера). 

Решение ряда задач динамики системы, состоящей из твердых тел, пред-
полагает приведение системы сил инерции, действующих на все частицы каж-
дого тела, как  правило, к центру масс каждого тела (или другому центру при-
ведения, если это целесообразно). В результате приведения сил инерции к 
центру масс, система бесконечно большого числа элементарных сил инерции, 
действующих на все частицы тела, заменяется, в общем случае, одной силой, 
равной главному вектору сил инерции ( ∑−=−= iic amamФ 

lim* )  и приложен-
ной в центре приведения (например в центре масс), и одной парой сил, с век-
торным моментом, равным главному моменту сил инерции, взятому относи-
тельно выбранного центра приведения [ ] ciii

Ф
c JamrM ε−=×−= ∑ )(lim* 

. 
Таблица 1 

Формулы для кинетической энергии тела и работы внешних сил,  
действующих на тело, и дифференциальные уравнения основных видов 

движения 
Пара-
метры 

Поступа-
тельное 

движение 

Вращение  
вокруг оси 

Плоское 
 движение 

Сфериче-
ское движе-

ние 

Сложное  
движение в  

общем случае 

Кине-
тиче-
ская 
энергия 

2

2
1 mv  

 
zJ2

2
1ω  

 
ξω сc Jmv 22

2
1

2
1

+

 
ΩOJ2

2
1ω  

 
Ω+ OJmv 22

2
1

2
1 ω

 

 
Работа 
внеш-
них сил 

∫
•

Mк

Mн

вне rdR  

 )(2

2

нк
вне

вне

M

dM
к

н

ϕϕ

ϕ
ϕ

ϕ

−=

=

•

•∫  
)( нк

вне
я

Mк

Mн

вне

M

rdR

ϕϕ −+

+

•

•

∫  
∑ ∗

Ω δα
вне

ОM  
 
 ∑

∫
∗
Ω

•

+

+

δαвне
О

Mк

Mн

вне

M

rdR
 

Диффе-
ренциаль-
ные урав-
нения 
движения 

∑
∑
∑

=

=

=

вне
ic

вне
ic

вне
ic

Zzm

Yym

Xxm







 

 

∑= )(
вне
iZZ FMJϕ  

 
∑
∑
∑

=

=

=

)( вне
iCc

вне
ic

вне
ic

FMJ

Yym

Xxm

ζζϕ





 
 

∑=Ω )( вне
iOe FJε

 
 

∑
∑
∑
∑

=

=

=

=

Ω )( вне
iOE

вне
ic

вне
ic

вне
ic

FJ

Zzm

Yym

Xxm

ε






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3.4.  Примеры решения задач   
 

Задача 3.1.  
Воздушный шар весом Р опускается с ускорением а. Какой груз Q (бал-

ласт) надо сбросить, чтобы шар стал подниматься с таким же ускорением.  
 
Решение.  

На падающий шар действуют сила 
тяжести  и подъемная сила  (рис.3.8). 
Составляя уравнение второго закона Нью-
тона в проекции на вертикаль, найдем, что  

. 
Когда будет сброшен балласт (рис. 

3.8, б), вес шара станет равен , а подъ-
емная сила останется той же. Тогда, учи-
тывая что шар при этом движется вверх, 
получим  

 
Исключая из этих уравнений неиз-

вестную силу F, найдем  
 

 
Задача 3.2.  

Лифт весом Р (рис. 3.9) начинает подниматься с ускорением а. Опреде-
лить натяжение троса.  

 
 
Решение.  

На лифт действуют сила тяжести  и реакция 
троса . Составляя второй закон Ньютона в проекции 
на вертикаль, получим , откуда  

 
 

 
Если лифт опускается с таким же ускорением, 

то натяжение троса будет равно   
 

 
 

Рис. 3.8. К задаче 3.1 
 
 

 
 

Рис. 3.9. К задаче 3.2. 
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Задача 3.3.  
Радиус закругления в точке А моста равен R (рис. 3.10). Найти, какое 

давление на мост в точке А окажет автомобиль массы m, движущийся со ско-
ростью   
 
Решение.  

В точке А автомобиль имеет нормальное ус-
корение . При этом на него действуют 
сила тяжести  и реакция . Тогда по второ-
му закону Ньютона, составленному в проекции на 

нормаль , откуда . 
Сила давления на мост равна по модулю N, но на-
правлена вниз. 
 
Задача 3.4.  

Пренебрегая трением и сопротивлением воздуха, определить, в течение 
какого промежутка времени тело пройдет по прорытому сквозь Землю вдоль 

хорды АВ каналу от его начала А до 
конца В (рис. 3.11). При подсчете счи-
тать радиус Земли R=6370 км.  
 
Решение.  
В теории притяжения доказывается, что 
тело, находящееся внутри Земли, при-
тягивается к ее центру с силой F, прямо 
пропорциональной расстоянию r до 
этого центра. Принимая во внимание, 
что при r=R (т. е. на поверхности Зем-

ли) сила F равна силе тяжести ( ), получим, что внутри Земли  
, 

где  — расстояние от точки М до центра Земли.  
Поместим начало отсчета О в середине хорды АВ (в этой точке тело, на-

ходящееся в канале, было бы в равновесии) и направим ось Ох вдоль линии 
ОА. Если обозначить длину хорды АВ через 2а, то начальные условия задачи 
будут: при t=0 x=a, x=0.  

В произвольном положении на тело действуют силы  и . Следователь-
но,  

 
 
Рис. 3.10. К задаче 3.3 
 
 

 
 

Рис. 3.11. К задаче 3.4 
 

 61 



 
так как из чертежа видно, что , Nx=0.  

Действующая сила оказалась зависящей от координаты х точки 
М.Необходимо решить дифференциальное уравнение. Сокращая на  и вводя 
обозначение  

, 
получим  

. 
Умножая обе части этого равенства на , сразу разделяем переменные и, 

интегрируя, находим  

 
По начальным условиям при   . Следовательно, . 

Подставляя это значение С1, получаем  

. 

Считая, что в рассматриваемом положении скорость направлена от М к 
О, т. е. что <0, берем перед корнем знак минус (легко, однако, проверить, 
что тот же окончательный результат получится и при знаке плюс). Тогда, за-
меняя  на , найдем, что  

 
Разделяя переменные, приведем это уравнение к виду  

 
и, интегрируя, получим  

. 
Подставляя сюда начальные данные (при ), находим, что 

С2=0. Окончательно закон движения тела в канале будет иметь вид  

 
Следовательно, тело будет совершать в канале АВ гармонические коле-

бания с амплитудой а.  
Найдем теперь время t1 движения тела до конца В канала. В точке В ко-

ордината . Подставляя это значение в уравнение движения, получим 
, откуда  и . Но по введенному обозначению 
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. Отсюда, произведя подсчет, находим, что время движения по ка-
налу АВ при условиях задачи не зависит от его длины и всегда равно  

 
Этот очень интересный результат породил ряд (пока еще фантастиче-

ских) проектов прорытия такого канала.  
Найдем дополнительно, чему будет равна при движении максимальная ско-

рость тела. Из выражения для  видно, что  при х=0, т. е, в точке О.  
Следовательно,  

 
Если, например, 2а=0,1, R=637 км (приблизительно расстояние от Моск-

вы до Санкт-Петербурга), то  max 395 / 1422 /v м c км ч≈ = .  
 
Задача 3.5.  

Груз, лежащий на середине упругой балки (рис. 3.12), прогибает ее на ве-
личину λст (статистический прогиб балки) Пренебрегая весом балки, опреде-
лить, чему будет равен ее максимальный прогиб λm, если груз упадет на балку 
с высоты Н.  
 
Решение.  

Воспользуемся для решения 
уравнением теоремы об изменении 
кинетической энергии. В данном 
случае начальная скорость груза  и 
конечная его скорость  (в момент 
максимального прогиба балки) рав-
ны нулю и уравнение работы всех 
внешних сил равно нулю   

 
Работу здесь совершают сила тяжести  на перемещении М0М1 и сила упру-
гости балки  на перемещении M'M1. При этом , 

, так как для балки , . Поэтому 

. 
Но при равновесии груза на балке сила тяжести уравновешивается силой 

упругости, следовательно,  и предыдущее равенство можно предста-
вить в виде     

 
 

Рис. 3.12. К задаче 3.5 
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Решая это квадратное уравнение и учитывая, что по условиям задачи 
должно быть >0, находим  

. 

Интересно отметить, что при Н=0 получается . Следовательно, 
если груз положить на середину горизонтальной балки, то ее максимальный 
прогиб при опускании груза будет равен удвоенному статическому. В даль-
нейшем груз начнет вместе с балкой совершать колебания около равновесного 
положения. Под влиянием сопротивлений эти колебания затухнут, и система 
уравновесится в положении, при котором прогиб балки равен . 
 
Задача 3.6.  

Груз весом Р, подвешенный на нити длиной , отклоняют от вертикали на 
угол α в положение М0 и отпускают без начальной скорости. Определить на-
тяжение нити в момент, когда груз дойдет до наинизшего положения М1.  
 
Решение.  

Изображаем груз в том положении, для 
которого надо найти натяжение нити, т. е. в 
положении М1 (рис. 3.13). На груз действу-
ют сила тяжести P


  и сила реакции нити T


. 

Проводим нормаль М1n в сторону вогнуто-
сти траектории и составляем второй закон 
Ньютона, учитывая, что в нашем случае ра-
диус равен l. Получим  

2
1mv T P

l
= −  или  

2
1mvT P

l
= +  , 

где 1v   — скорость груза в положении М1. 
Для определения  1v  воспользуемся теоре-
мой об изменении кинетической энергии 

22
01

0 1( , )mvmv A M M
l l

α− =  

Работу на участке М0М1 совершает только сила P


. Поэтому 
(1 cos )A Ph Plα α= = − . 

 
 

Рис. 3.13. К задаче 3.6 
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Так как 0 0v = , то, подставляя найденное значение работы в теорему об изме-

нении кинетической энергии, получим 1
1 2 (1 cos )mv Pl α= −  и окончательно 

найдем  
(3 2cos )T P α= − . 

В частном случае, если угол начального отклонения α=90°, натяжение 
нити при прохождении через вертикаль будет равно , т. е. утроенному весу 
груза. Полученное решение показывает, что динамические реакции действи-
тельно могут значительно отличаться от статических. 
 

Задача 3.7 (рис. 3.14). 

Тело движется из точки А по участку 
АВ длиной L=10 м наклонной плоскости, 
составляющей угол α =300 с горизонтом в 
течение τ  секунд. Начальная скорость 
равна нулю. Коэффициент трения сколь-
жения тела по плоскости равен µ =0,2. 

В точке В тело покидает плоскость и 
попадает в точку С плоскости ВС, накло-
ненной под углом β =600 к горизонту. 

При решении задачи принять тело за 
материальную точку, сопротивление воз-

духа не учитывать.  Принять 28,9 с
мg = . 

Определить τ  и h.  
 
Решение. 
 

Часть 1 
На участке АВ действуют: сила тяжести, сила реакции опоры и сила трения.  
Составим второй закон Ньютона в векторном виде 

тяж трma F F N= + +
  

 

 
Рис. 3.14. К задаче 3.7 
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В проекциях на оси координат  
: sinтяж трx ma F Fα= −  

: 0 cosтяжy N F α= −  
Так как сила трения трF Nµ= ,  поэтому 

( ) 2,3cossin =−= ga αµα  м/с. 
Применяя формулы кинематики, 

82 == aLVB  м/с     5,2==
a

VBτ с 

Часть 2 
На участке BC  на тело действует только сила тяжести, поэтому оно имеет 

ускорение g и направлено вертикально вниз. Движение по горизонтали равно-
мерное, по вертикали – равноускоренное. Поэтому 

TVd B αcos=           TVgTh B αsin
2

2

+=  

Из рис. 3.14. видно, что   βtgdh =  
Решив полученную систему   уравнений                  

TVTVgT
BB αα cos3sin

2

2

=+      ( ) 63,1sincos32
=−= αα

g
VT B  с. 

52,19sin
2

2

=+= TVgTh B α  м 

Ответ     5,2=τ  с;   5,19=h  м. 
 

Задача 3.8. 

Механическая система состоит из (рис. 3.15): 
• Груза 1  массой  m1=8 кг; 
• Невесомого ступенчатого шкива 2  с радиусами ступеней  R2=0,3 м, 

r2=0,1 м; 
• Блока 3 радиусом R3=0,2 м и массой m3=4 кг, масса блока равномерно 

распределена по ободу; 
• Подвижного блока 4 массой 18 кг, который представляет собой сплош-

ной однородный цилиндр; 
• Пружины жесткости k=3200 Н/м. 

Тела системы соединены друг с другом нитями. Коэффициент трения гру-
зов о плоскость µ =0,1. Под действием силы F=50(8+3s), зависящей от пере-
мещения s первого груза, система приходит в движение из состояния покоя. 
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Деформация пружины в момент начала движения равна нулю. При движении 
на шкив 3 действует постоянный момент М=12 Нм сил сопротивления  (от 
трения в подшипниках). Найти скорость первого груза  в тот момент времени, 

когда его перемещение  s=0,2 м. 210
с
мg =  

 
Решение 

Вычислим кинетическую энер-
гию заданной системы грузов как 
функцию скорости первого тела.  

Груз 1 движется поступатель-
но, поэтому его кинетическая энер-

гия  2 2
1 1 1 1

1 4
2

T mV кг V= = ⋅  

Кинетическая  энергия  ступенчато-
го шкива 2  равна нулю, так как он 
невесом. Угловая скорость  шкива 

1
2

2

V
R

ω = .   

Скорость точки А    1
2

2
A

VV r
R

= .  

Кинетическая энергия блока 3 − 
2

3 3 3
1
2

T I ω= ,  где 3I  - его момент инерции, который в данном случае равен 

2
3 3 3I m R= . Угловая скорость блока 3   1 2

3
3 2 3

AV V r
R R R

ω = = . В итоге кинетическая 

энергия 
2 2

21 2
3 3 12

2

1 0,22
2

V rT m кг V
R

= = ⋅ . 

Центр подвижного блока 4 движется со скоростью 1
4 2

2
A

VV V r
R

= = .  Угловая 

скорость его вращения 4 1 2
4

4 2 4

V V r
R R R

ω = = , где 4I  - его момент инерции, который 

для сплошного цилиндра  равен 2
4 4 4

1
2

I m R= .  Кинетическая энергия состоит из 

двух слагаемых – поступательного и вращательного движений. В итоге  
2 2 2 2 2 2

21 2 1 2 1 2
4 4 3 4 12 2 2

2 2 2

1 1 3 1,5
2 4 4

V r V r V rT m m m кг V
R R R

= + = = ⋅  

Кинетическая энергия системы   
2

1 2 3 4 15,72T T T T T кг V= + + + = ⋅  

 
 

Рис. 3.15. К задаче 3.8 
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Найдем работу внешних сил 

 
1 2

0 0

50 8 3
0,23( ) 50 8 83
02

sS

F
sA Fds ds ss Дж

 
= = = + = 

 
+∫ ∫ . 

0
1 1 cos30 13,9mgA m g S Дж= ⋅ =  

0
1 cos 60 0,8трA m g S Джµ= − ⋅ = −  

2
2

     8M
SA M M Дж
R

ϕ= − = − = −  

2
4 4

2

12mg
rA m g S Дж
R

= − ⋅ = −  

2

2

2

2 56,9упр
S rA k Дж
R

 
= − ⋅ = − 

 
, так как скорость точки K определяется с помо-

щью формулы  1 2

2

2
K

V rV
R

= .  

В итоге, работа всех внешних сил 19,2 Дж  
Так как работа внешних сил равна изменению кинетической энергии, по-

этому V1 = 1,35 м / с. 
 

 
4. Задания к домашней контрольной работе  

 
Для усвоения курса “Теоретическая механика” необходимо изучить тео-

рию, получить навыки в решении задач и выполнить индивидуальные кон-
трольные работы по указанным разделам курса. Задания в контрольных рабо-
тах выполняются по вариантам в обычной тетради (12 стр.) или на листах бу-
маги формата А4 (для ксерокса), которые затем сшиваются. Решение каждой 
задачи должно сопровождаться аккуратным и наглядным чертежом размерами 
с учетом применяемого масштаба, который выполняется согласно условиям 
задачи. На рисунках следует показать все заданные величины (векторы сил, 
скоростей, ускорений и др.) и координатные оси. Решение задач необходимо 
сопровождать краткими пояснениями (формулами, теоремами, откуда получа-
ются те или иные результаты и  т. п.) и подробно излагать весь ход расчетов. 
На каждой странице следует оставлять поля (3-4см) для замечаний преподава-
теля. Номер варианта определяется последней цифрой в студенческом билете 
или зачетной книжке. 
 

 68 



Задача С1 
Жесткая рама, расположенная в вертикальной плоскости, закреплена в 

точке А шарнирно, а в точке В – к шарнирной опоре на катках или к невесомо-
му стержню. В точке С к раме привязан трос, перекинутый через блок и несу-
щий на конце груз массой 2500 кг. На раму действуют пара сил с моментом  
М=100 кН*м , а также  две силы F1=10 кН и F2=40 кН. Рисунок соответствует 
Вашему варианту.  Определить реакции связей  в точках А и В, вызываемые 
действующими нагрузками. При окончательных расчетах принять   а=0,5 м,   

210
с
мg =  

 

 

Вариант 1 Вариант 2 

 
 

Вариант 3 Вариант 4 
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Вариант 5 Вариант 6 

  
Вариант 7 Вариант 8 

  
Вариант 9 Вариант 10 

Рисунки к задаче С1 
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Задача С2 

Две однородные прямоугольные плиты жестко соединены (сварены)  под 
прямым углом друг к другу и закреплены сферическим шарниром в точке А, 
цилиндрическим шарниром в точке В и невесомым стержнем в точке С. Разме-
ры плит указаны на рисунке. Масса большей плиты 500 кг, меньшей 300 кг. На 
плиты действуют пара сил с моментом 4 кН м две силы  F1  и F2 , равные  6 кН  
и  8 кН соответственно. Их положение указаны в таблице.  Определить реакции 
связей  в точках А и В и реакцию стержня. При подсчетах принять а=0,6 м. 

 
Вариант Пара сил М 

лежит в  
плоскости 

Сила F1 Сила F2 

1 XOY Лежит в плоскости XOY Лежит в плоскости XOZ 
2 XOZ Лежит в плоскости XOZ Лежит в плоскости XOY 
3 XOZ Лежит в плоскости XOY Лежит в плоскости YOZ 
4 XOY Параллельно оси OX Лежит в плоскости XOY 
5 YOZ Лежит в плоскости XOZ Лежит в плоскости YOZ 
6 XOY Лежит в плоскости XOY Параллельно оси OY 
7 XOZ Параллельно оси OX Лежит в плоскости XOZ 
8 XOY Параллельно оси OX Лежит в плоскости YOZ 
9 XOY Параллельно оси OX Лежит в плоскости XOZ 
10 XOZ Лежит в плоскости XOY Лежит в плоскости YOZ 

 
 

 
 

Вариант 1 Вариант 2 
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Вариант 3 Вариант 4 

  

Вариант 5 Вариант 6 

 
 

Вариант 7 Вариант 8 
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Вариант 9 Вариант 10 
Рисунки к задаче С2 

 

Задача К1 
Плоский механизм состоит из стержней и ползуна С, соединенных друг с 

другом и с неподвижными опорами шарнирами. Точка D находится в середине 
стержня АВ. Длины стержней равны соответственно L1=0,4 м,  L2 =1,2 м,  
L3=1,4 м,  L4=0,6 м. 
 
 

Вариант   1. 
Дано: 4ω = 6 1/с,  1ω   и  4ω   величины постоянные.  Заданную угловую 

скорость считать направленной против часовой стрелки. 
Найти:  скорости точек  А и C;   угловую скорость ABω ;  ускорение точки 

А; угловое ускорение ABε   
Вариант   2. 

Дано: 4ω = 4 1/с,  1ω   и  4ω   величины постоянные. Заданную угловую ско-
рость считать направленной против часовой стрелки. 

Найти:  скорости точек  A и C;   угловую скорость ABω ;  ускорение точки 
A; угловое ускорение ABε . 
 

Вариант   3. 
Дано: 1ω = 5 1/с,  1ω     величина постоянная.  Заданную угловую скорость 

считать направленной против часовой стрелки. 
Найти:  скорости точек  В и C;   угловую скорость ABω ;  ускорение точки 

В; угловое ускорение ABε . 
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Вариант   4. 
Дано: 4ω = 5 1/с,  1ω   и  4ω   величины постоянные.  Заданную угловую 

скорость считать направленной против часовой стрелки. 
Найти:  скорости точек  А и C;   угловую скорость CDω ;  ускорение точки 

А; угловое ускорение ABε . 
  Вариант   5. 

Дано: 1ω = 3 1/с,  1ω   и  4ω   величины постоянные. Заданную угловую ско-
рость считать направленной против часовой стрелки. 

Найти:  скорости точек  В и C;   угловую скорость CDω ;  ускорение точки 
В; угловое ускорение ABε . 

Вариант    6. 
Дано: 1ω = 2 1/с, 1ε =4 1/с2 . Заданные угловую скорость и угловое ускоре-

ние считать направленными против часовой стрелки. 
Найти:  скорости точек  В и C;   угловую скорость АВω ;  ускорение точки 

В; угловое ускорение ABε . 
   Вариант   7. 

Дано: Скорость точки В -  4 м/с, ее ускорение 6 м/с2,  их направление ука-
зано на рисунке стрелкой.   

Найти:  скорости точек  А и C;   угловую скорость CDω ;  ускорение точки 
А; угловое ускорение ABε . 

Вариант   8. 
Дано: 1ω = 3 1/с, 1ε =5 1/с2 . Заданные угловую скорость и угловое ускоре-

ние считать направленными против часовой стрелки. 
Найти:  скорости точек  В и C;   угловую скорость АВω ;  ускорение точки 

В; угловое ускорение ABε . 
   Вариант   9. 

Дано: Скорость точки В -  6 м/с, ее ускорение 8 м/с2,  их направление ука-
зано на рисунке стрелкой.   

Найти:  скорости точек  А и C;   угловую скорость АВω ;  ускорение точки 
А; угловое ускорение ABε . 

Вариант   10.  
Дано: угловая скорость  и угловое ускорение первого стержня соответст-

венно равны 2 1/с  и  4 1/с2.  Они направлены против часовой стрелки. 
Найти:  скорости точек  В и C;   угловую скорость АВω ;  ускорение точки 

В; угловое ускорение ABε . 
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Вариант   1 Вариант   2 

 

 

Вариант   3 Вариант   4 

  
Вариант 5 Вариант    6 
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Вариант   7 Вариант   8 

 

 
Вариант   9 Вариант   10 

Рисунки к задаче К1 

 

Задача К2 
 

Вариант 1 
Прямоугольная пластина вращается вокруг оси по закону )(4)( 2 ttt −=ϕ . 

Положительное направление отсчета угла ϕ показано на рисунке угловой 
стрелкой. Ось вращения перпендикулярна плоскости пластины и проходит че-
рез точку О. По стороне пластины движется точка М, закон ее относительного 
движения 64)3(50 2 −−== ttAMs  (s –в сантиметрах, t – в секундах). На ри-
сунке точка М показана в положении, при котором s=АМ>0 (при s<0 точка М 
находится по другую сторону от точки А). b=12 см. 

Найти абсолютную скорость и ускорение точки М в момент времени t=1 с.   
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Вариант 2 
Прямоугольная пластина вращается вокруг оси по закону )(4)( 2 ttt −=ϕ . 

Положительное направление отсчета угла ϕ показано на рисунке угловой 
стрелкой. Ось вращения перпендикулярна плоскости пластины и проходит че-
рез точку О.По стороне пластины движется точка М, закон ее относительного 
движения 64)3(50 2 −−== ttAMs  (s –в сантиметрах, t – в секундах). На ри-
сунке точка М показана в положении, при котором s=АМ>0 (при s<0 точка М 
находится по другую сторону от точки А). b=12 см. 

Найти абсолютную скорость и ускорение точки М в момент времени t=1 с. 
 

Вариант   3 
Прямоугольная пластина вращается вокруг оси по закону )(2)( 2 ttt −=ϕ . 

Положительное направление отсчета угла ϕ показано на рисунке дуговой 
стрелкой. Ось вращения ОО1 лежит в плоскости пластины (пластина вращает-
ся в пространстве). По  пластине вдоль прямой BD движется точка М, закон ее 
относительного движения )(60 23 ttAMs −==  (s –в сантиметрах, t – в секундах). 
На рисунке точка М показана в положении, при котором s=АМ>0 (при s<0 
точка М находится по другую сторону от точки А). b=20 см. 

Найти абсолютную скорость и ускорение точки М в момент времени t=1 с. 
 

Вариант   4. 
Прямоугольная пластина вращается вокруг оси по закону 3315)( ttt −=ϕ . 

Положительное направление отсчета угла ϕ показано на рисунке дуговой 
стрелкой. Ось вращения ОО1  лежит в  плоскости пластины (пластина враща-
ется в пространстве.  По пластине вдоль прямой  BD  движется точка М, закон 
ее относительного движения 24)(60 3 +−== ttAMs  (s –в сантиметрах, t – в се-
кундах). На рисунке точка М показана в положении, при котором s=АМ>0 
(при s<0 точка М находится по другую сторону от точки А). b=8 см. 

Найти абсолютную скорость и ускорение точки М в момент времени t=1 с. 
 

Вариант   5. 
Круглая пластина радиуса R=60 см вращается вокруг неподвижной оси 

по закону 32 36 tt −=ϕ .  Положительное направление угла ϕ  показано на рисун-
ке дуговой стрелкой. Ось вращения перпендикулярна плоскости пластины и 
проходит через точку О (пластина вращается в своей плоскости). По окружно-
сти радиуса R движется точка М. Закон ее  движения  по дуге окружности 

s=∪АМ= ( )22
2

ttR −
π

. На рисунке точка М показана в положении, когда s по-
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ложительно, при s отрицательном точка М находится по другую сторону от 

точки А.  RL
3
4

= . Найти абсолютную скорость и абсолютное ускорение точки 

М в момент времени t=1 с. 
 

 Вариант    6 
Круглая пластина радиуса R=60 см вращается вокруг неподвижной оси 

по закону 32 2tt −=ϕ .  Положительное направление угла ϕ  показано на рисунке 
дуговой стрелкой. Ось вращения ОО1 лежит в плоскости пластины  (пластина 
вращается в пространстве). По окружности радиуса R движется точка М. За-

кон ее  движения  по дуге окружности s=∪АМ= ( )23
6

ttR −
π . На рисунке точка 

М показана в положении, когда s положительно, при s отрицательном точка М 
находится по другую сторону от точки А. L=R.  

Найти абсолютную скорость и абсолютное ускорение точки М в момент 
времени t=1 с. 

 
Вариант 7 

Прямоугольная пластина вращается вокруг оси по закону ttt 83)( 2 −=ϕ . 
Положительное направление отсчета угла ϕ показано на рисунке угловой 
стрелкой. Ось вращения перпендикулярна плоскости пластины и проходит че-
рез точку О. По стороне пластины движется точка М, закон ее относительного 
движения 32)3(40 42 −−== ttAMs  (s –в сантиметрах, t – в секундах). На ри-
сунке точка М показана в положении, при котором s=АМ>0 (при s<0 точка М 
находится по другую сторону от точки А). b=16 см. 

Найти абсолютную скорость и ускорение точки М в момент времени t1=1 с. 
 

Вариант 8 
Прямоугольная пластина вращается вокруг оси по закону ttt 83)( 2 −=ϕ . 

Положительное направление отсчета угла ϕ показано на рисунке угловой 
стрелкой. Ось вращения перпендикулярна плоскости пластины и проходит че-
рез точку О. По стороне пластины движется точка М, закон ее относительного 
движения 32)3(40 42 −−== ttAMs  (s –в сантиметрах, t – в секундах). На ри-
сунке точка М показана в положении, при котором s=АМ>0 (при s<0 точка М 
находится по другую сторону от точки А). b=16 см. 

Найти абсолютную скорость и ускорение точки М в момент времени t1=1 с. 
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Задача  9 
Прямоугольная пластина вращается вокруг оси по закону 245)( ttt −=ϕ . 

Положительное направление отсчета угла ϕ показано на рисунке дуговой 
стрелкой. Ось вращения ОО1 лежит в плоскости пластины (пластина вращает-
ся в пространстве). По  пластине вдоль прямой BD движется точка М, закон ее 
относительного движения 32)3(40 2 +−== ttAMs  (s –в сантиметрах, t – в се-
кундах). На рисунке точка М показана в положении, при котором s=АМ>0 
(при s<0 точка М находится по другую сторону от точки А). b=12 см. 

Найти абсолютную скорость и ускорение точки М в момент времени t=1 с. 
 

Вариант    10. 
Круглая пластина радиуса R=60 см вращается вокруг неподвижной оси 

по закону 32 36 tt −=ϕ .  Положительное направление угла ϕ  показано на ри-
сунке дуговой стрелкой. Ось вращения ОО1 лежит в плоскости пластины  
(пластина вращается в пространстве). По окружности радиуса R движется 

точка М. Закон ее  движения  по дуге окружности s=∪АМ= ( )22
2

ttR −
π

. На ри-

сунке точка М показана в положении, когда s положительно, при s отрицатель-

ном точка М находится по другую сторону от точки А. L=
3
4 R.  

Найти абсолютную скорость и абсолютное ускорение точки М в момент 
времени t=1 с. 

 

 

 

Вариант 1 Вариант 2 

 79 



 
 

Вариант   3 Вариант   4 

  

Вариант   5 Вариант   6 

  
Вариант 7 Вариант 8 
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Задача  9 Вариант    10. 

Рисунки к задаче К2 

 

Задача Д1    
 

Вариант 1 
Лыжник  подходит к точке А участка трамплина АВ, наклоненного под 

углом α =200 к горизонту и имеющего длину L, со скоростью VA . Коэффици-
ент скольжения лыж на участке АВ равен µ =0,1. Лыжник от А до В движется 
в течение τ =0,2 сек. В точке В он покидает трамплин. Через Т секунд лыжник 
приземляется в точке С горы, составляющей угол β = 300 с горизонтом. Высо-
та h=40 м. 

При решении задачи принять лыжника за материальную точку и не учи-

тывать сопротивление воздуха.   Принять  28,9 с
мg =  

Определить L и скорость в точке С. 
 

Вариант 2 
 

Лыжник  подходит к точке А участка трамплина АВ, наклоненного под 
углом α =150 к горизонту и имеющего длину L=5 м, со скоростью VA=16 м/с 
. Коэффициент скольжения лыж на участке АВ равен µ =0,1. Лыжник от А 
до В движется в течение τ  сек. В точке В он покидает трамплин. Через Т 
секунд лыжник приземляется в точке С горы, составляющей угол β = 450 с 
горизонтом.  
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При решении задачи принять лыжника за материальную точку и не учи-

тывать сопротивление воздуха.   Принять   28,9 с
мg =  

Определить Т и скорость в точке В. 
 

Вариант 3 
Лыжник  подходит к точке А участка трамплина АВ, наклоненного под 

углом α =150 к горизонту и имеющего длину L, со скоростью VA. Коэффици-
ент скольжения лыж на участке АВ равен µ =0,1. Лыжник от А до В движется 
в течение τ  =0,3 сек. В точке В он покидает трамплин. Через Т секунд лыжник 
приземляется в точке С горы, составляющей угол β = 450 с горизонтом.   Рас-
стояние  ВС равно 60 м. 

При решении задачи принять лыжника за материальную точку и не учи-
тывать сопротивление воздуха.   При расчетах принять 28,9 смg =  

Определить скорости в точках А и В. 
 

Вариант 4 
Имея в точке А скорость VA =0, мотоцикл поднимается τ = 20 секунд по 

участку АВ длиной L, составляющему с горизонтом угол α . При постоянной 
на всем участке АВ силе тяги мотора Р , мотоцикл в точке В приобретает ско-
рость VВ и перелетает через ров шириной d = 3 м, находясь в воздуха Т секунд 
и приземляясь в точке С . Масса  мотоцикла с мотоциклистом равна m= 400 кг. 

h=1,5 м   о30=α   Принять  28.9
с
мg = . 

При решении задачи считать мотоцикл с мотоциклистом материальной 
точкой и не учитывать сил сопротивления движению.  

Определить Р и L. 
 

Вариант 5 
Имея в точке А скорость VA =0, мотоцикл поднимается τ  секунд по уча-

стку АВ длиной L= 40 м, составляющему с горизонтом угол α = 300. При по-
стоянной на всем участке АВ силе тяги мотора Р = 2,2 кН , мотоцикл в точке В 
приобретает скорость VВ и перелетает через ров шириной d= 5 м, находясь в 
воздуха Т секунд и приземляясь в точке С со скоростью VC. Масса  мотоцикла 
с мотоциклистом равна m = 400 кг.  

При решении задачи считать мотоцикл с мотоциклистом материальной 
точкой и не учитывать сил сопротивления движению. Принять  28,9 смg = . 

Определить скорости в точках В и С. 
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Вариант 6 
Имея в точке А скорость VA =0, мотоцикл поднимается τ  секунд по уча-

стку АВ длиной L = 50 м, составляющему с горизонтом угол α  = 300. При по-
стоянной на всем участке АВ силе тяги мотора Р = 2 кН , мотоцикл в точке В 
приобретает скорость VВ и перелетает через ров шириной d = 4 м, находясь в 
воздуха Т секунд и приземляясь в точке С со скоростью VC. Высота  h= 2 м.    
Масса  мотоцикла с мотоциклистом равна m.  

При решении задачи считать мотоцикл с мотоциклистом материальной 
точкой и не учитывать сил сопротивления движению.  Принять 28,9 с

мg = . 

Определить Т  и m.  
 

Вариант   7 
Камень скользит в течение τ  сек по участку АВ откоса, составляющему 

угол α  = 300 с горизонтом и имеющему длину L = 3 м. Его начальная скорость   
VA = 1 м/с. Коэффициент трения скольжения камня по откосу равен µ  = 0,2.  
Имея в точке В скорость VB , камень через Т сек ударяется в точке С о верти-
кальную защитную стену.  Расстояние   d = 2,5 м.   При решении задачи при-
нять камень за материальную точку, сопротивление воздуха не учитывать,  

28,9 с
мg = . 

Определить  h и  Т. 
 

Вариант  8 
Камень скользит в течение τ  = 1 сек по участку АВ откоса, составляю-

щему угол α = 450  с горизонтом и имеющему длину L = 6 м. Его начальная 
скорость  VA . Коэффициент трения скольжения камня по откосу равен µ .  
Имея в точке В скорость VB = 2VA, камень через Т сек ударяется в точке С о 
вертикальную защитную стену  h = 6 м.  При решении задачи принять камень 
за материальную точку, сопротивление воздуха не учитывать. 

Определить  d  и  µ  
 

Вариант  9 
Камень скользит в течение τ  сек по участку АВ откоса, составляющему 

угол α = 300  с горизонтом и имеющему длину L = 2 м. Его начальная скорость   
VA= 0. Коэффициент трения скольжения камня по откосу равен µ  = 0,1.  Имея 
в точке В скорость VB , камень через Т сек ударяется в точке С о вертикальную 
защитную стену. Расстояние d = 3 м. При решении задачи принять камень за 
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материальную точку, сопротивление воздуха не учитывать. Принять 

28,9 с
мg = . 

Определить  h и τ . 
 

Вариант 10 
Тело движется из точки А по участку АВ длиной L наклонной плоскости, 

составляющей угол α =150 с горизонтом в течение τ  секунд. Начальная ско-
рость VA=2 м/с.  Коэффициент трения скольжения тела по плоскости равен 
µ =0,2. 

В точке В тело покидает плоскость и попадает в точку С плоскости ВС, 
наклоненной под углом β = 450 к горизонту. Время падения  Т,  высота  h= 4 м. 

При решении задачи принять тело за материальную точку, сопротивление 
воздуха не учитывать. При расчетах принять  28,9 с

мg = . 

Определить  L   и  Т.  

 

 
Варианты 1-3 Варианты 4-6 

  
Варианты  7-9 Вариант 10 

Рисунки к задаче Д1 
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Задача Д2 

Механическая система состоит из нескольких тел. Их массы приведены в 
таблице. Ступенчатый шкив 3  имеет радиусы   ступеней  R3=0,3 м, r3=0,1 м и  
радиус инерции 0,2 м. Масса блока 4 радиуса  R4=0,2 м равномерно распреде-
лена по ободу. Тела системы соединены друг с другом нитями. Коэффициент 
трения грузов о плоскость µ =0,1. Под действием силы F(s), зависящей от пе-
ремещения s первого груза, система приходит в движение из состояния покоя. 
Деформация пружины в момент начала движения равна нулю. При движении 
на шкив 3 действует постоянный момент М сил сопротивления  (от трения в 
подшипниках). Найти скорость первого груза  в тот момент времени, когда его 
перемещение  s=0,2 м.  
 

Вариант Масса, кг М, Нм F(s), Н k, Дж/м 
1 2 3 4 5 

1 8 − 0 4 6 6 50(8+3s) 3600 
2 0 4 6 0 5 7 60(6+5s) 2400 
3 0 5 0 6 4 8 50(7+8s) 200 
4 8 − 5 0 6 4 40(8+9s) 280 
5 0 4 0 6 5 7 60(8+5s) 300 
6 0 5 6 0 4 8 80(6+7s) 280 
7 0 6 4 0 5 6 80(4+5s) 200 
8 0 4 6 0 5 3 60(5+4s) 1000 
9 8 − 0 4 6 12 50(8+3s) 3600 
10 0 6 4 0 5 20 80(4+5s) 200 

 

 
 

Вариант    1 Вариант    2 
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Вариант    3 Вариант    4 

  

Вариант    5 Варианты    6 и 7 

 
 

Варианты    8 и 9 Вариант    10 
Рисунок к задаче Д2 
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5. Демонстрационный тест для входного контроля 
 

№ 1 
Cила  обозначается символом 
1) f    2) k    3)   F     4) l  

№ 2 
Третий закон Ньютона: 
1) 21 FF −=      2) amF −=        3) amF =     4) gmF =  
 

№ 3 
Теорема об изменении кинетической энергии механической системы опреде-
ляется следующей формулой: 
1) e

k ATT −=+ 0    2) 00 =−+ e
k ATT     3) e

k ATT =− 0      4) STTk =− 0  
 

№  4 
Тело, брошенное под углом к горизонту, упало на землю на расстоянии 10 м от 
точки бросания. Максимальная высота подъема над землей в процессе движе-
ния составила 5 м. Модуль перемещения тела от точки бросания до точки па-
дения на землю равен: 
                  1) 5 м    2)  10 м   3)  5 10  м   4)  10 5  м    

 
№ 5 

Равнодействующей системы сил называется: 
1) сила, модуль которой равен сумме модулей данной системы 
2) сила, равная векторной сумме всех сил данной системы  
3) сила, неэквивалентная данной системе сил 
4) сила, уравновешивающая данную систему сил 
5) сила, из этой же системы сил, равная сумме остальных сил этой системы 

 
№ 6 

Дифференциальное уравнение материальной точки в векторной форме опре-
деляется следующей формулой: 

1) FZm


 =      2) kXmY F=      3) ∑= KF
dt
dVm         4) ∑

=

=
n

K
KF

dt
rdm

1
2

2 
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№ 7 
  Тело массой 2 кг приобретает под действием некоторой силы ускорение 2 
м/с2. Какое ускорение приобретает под действием этой силы тело массой 5 кг? 
  1) 1 м/с2     2)  0,8 м/с2      2) 0,5 м/с2.    4) 0,2 м/с2 
 

№ 8 
  Железнодорожный вагон массой m, движущийся со скоростью v, сталкивает-
ся с неподвижным вагоном массой 2m и сцепляется с ним. Каким суммарным 
импульсом обладают два вагона после столкновения? 
      1) 0      2) mv        2) 2mv             4) 3mv 
 

№ 9 
Автомобиль движется со скоростью 10 м/с. С какой скоростью он должен 

двигаться для того, чтобы его кинетическая энергия увеличилась вдвое?  
                1)    40 м/с;        2)    20 м/с;        3)  5 м/с         4)     210   
 

№ 10 
Механика состоит из  следующих разделов:  
1) статика, динамика, механооптика 
2) статика, кинематика, электромеханика 
3) электромеханика, динамика, статика 
4) статика, кинематика, динамика 
 

 
6. Демонстрационный  итоговый тест  

 
№ 1 

 

 

 

Дано: 12 3F =


 кН 

 Проекция силы на ось   равна… 
 
 

1)14   кН  2)  18 кН  3)12  кН  4)16 кН 
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№ 2 
 

 

В точке А, координаты которой хА  = 1 м и 
yА = 2 м, приложена сила F


, заданная  свои-

ми проекциями на оси координат: Fx = 3 кН  
и  
Fy = 4 кН. Момент силы относительно центра 
O равен .. 

1)  -3 кНм   2) -2 кНм     3)  -4 кНм    
4) -1 кНм 

 
      

№ 3 
 

 

Если сила F, равная  2 Н, направлена вдоль оси OZ, то 
ее момент относительно оси OX равен  ….    
1) 0     2) 6 Нм    3) 8 Нм     4) 10 Нм

 

 

 
№  4   

Дано:  60 2F =  кН,  α  =  450;  AC = 2 м;   BC = 1 м. Проекция но ось OY силы 
реакции шарнира В равна … 

 
  1) 25 кН   2) 35 кН    3) 30 кН   4) 40 кН     

 
 

№ 5 
Дано:  Q = 30 кН;  P = 10 кН; α  =  600;   AD = DC = BE = 1 м; CE= 2 м.  
Определить момент реакции заделки в точке А.  
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   1) 15 кНм    2)  25 кНм   3) 30 кНм    4)  20 кНм    

 
№ 6 

Дано:  q = 12 кН/м;   AB = 3 м. Проекция на ось OY силы реакции шарнира A 
равна 

1) 18 кН    2)  12 кН   3) 9 кН     
4)  15 кН   

 
 
 
 

 
№ 7 

 

Дано: 9 6P =  кН, α  =  450. Натяже-
ние троса равно… 
1) 12 3  кН    2)  3 3  кН   3) 6 3  кН    
4)  9 3  кН   

 
№  8   

 

Дано: Кривошип длины ОА = 2 м 
имеет в данный момент времени уг-
ловую скорость 0 4ω =  рад / с, AB = 6 
м. Скорость ползуна В равна …  
 
1) 6 м / с    2)  7 м / с   
3) 8 м / с      4)  5 м / с   
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№  9   
 

 

Известны направления скоростей 
двух точек квадрата. Мгновенный 
центр скоростей находится в … 
  
 1) точке B                2) точке С    
3) бесконечности     4) точке D 

 
№  10   

 

Кривошип ОА вращается с постоянной угловой ско-
ростью ω  = рад / с. По кривошипу движется точка М 
с постоянной относительной скоростью V = 10 м / с. 
В тот момент времени, когда ОМ =  11  м, модуль 
абсолютной скорости точки М равен … 

1) 12 м / с    2)  18  м / с   3) 16  м / с      4)  14 м / с   

 
№  11   

Диск вращается вокруг оси шарнира. По ободу диска движется точка М.  
Направление ускорения Кориолиса точки М правильно показано на … 

 1) рис.1   2) рис. 2     3) рис. 3    4) рис. 4  

 
 

Рис. 1       Рис. 2 
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№  12   
Человек, масса которого m2 = 60 кг, переходит с одного края платформы на 
другой. Масса платформы m1 = 240 кг, длина а = 5 м. В начальный момент 
времени система покоилась. Сопротивление движению платформы не учиты-
вается. Проекция перемещения платформы на ось ОХ равна… 

 
1) 1,0  м     2)  -1,4  м    3) 1,4  м       4)  1 м    
 

 
№  13   

 

Точка М массы m движется по горизонтальной 
прямой под действием силы  F


 и силы тяже-

сти. Дифференциальное уравнение движения 
имеет вид… 

 

  1)  cosxdVm F
dt

α= −   2)  cosxdVm F
dt

α=   3)  sinxdVm F
dt

α= −   4)  cosxdVm mg F
dt

α= +    
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№  14   

 

Маховик в момент включения тормоза 
имеет угловую скорость ω = 4 рад / с. 
Тормозящий момент постоянный и равен  
Мторм = 10 Нм. Момент инерции  махови-
ка относительно оси вращения равен  
J = 20 кг м2. До остановки маховика 
пройдет …   

1) 6 с    2) 8 с     3) 5 с      4) 7 с   
 

 
№  15   

Тело брошено с поверхности Земли под углом α  = 300 к горизонту с началь-
ной скоростью 0 4V g=  м / с.  Сопротивление воздуха не учитывается. Макси-
мальная высота, на которое поднимется тело, равна …  

 
1) 1 м    2) 2 м     3) 3 м      4) 4 м   
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