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МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ О ПОРЯДКЕ ВЫПОЛНЕНИЯ  

КОНТРОЛЬНЫХ РАБОТ 
 

Каждый студент-заочник выполняет то количество контрольных работ, 

которое предусмотрено учебным графиком. Исходные данные для решения за-

дач выбираются студентом из таблиц  в соответствии с его личным учебным 

шифром (номером зачетной книжки). Шифром считаются три последние циф-

ры номера зачетной книжки. Каждая таблица вариантов разделена на три час-

ти. Для получения исходных данных надо выписать из таблицы три строчки: 

одну, отвечающую первой цифре шифра, вторую, отвечающую второй (сред-

ней) цифре, третью, отвечающую последней – третьей цифре шифра.  

Работы, выполненные не по шифру, возвращаются без рассмотрения. 

При оформлении работы следует записать условие задания с численными 

значениями параметров, вычертить заданную расчетную схему и указать на 

ней все размеры и нагрузки. Решение задачи должно сопровождаться кратки-

ми, последовательными пояснениями, четкими схемами со всеми размерами. 

Необходимые расчеты выполнять в десятичных дробях, оставляя две значащие 

цифры после запятой. Надо помнить, что язык техники – формулы и чертежи. 

Графическая часть работы должна быть оформлена в карандаше.  Возможно 

оформление работ в компьютерном варианте. 

Перед решением каждой задачи необходимо предварительно изучить со-

ответственный теоретический материал курса. После изучения каждой темы 

надо обязательно ответить на вопросы для самопроверки; это способствует 

лучшему усвоению пройденного материала. До сдачи зачета или экзамена не-

обходимо выполнить все контрольные работы, предусмотренные учебным 

графиком. 

    Несамостоятельное выполнение контрольных работ не дает возможности 

преподавателю-рецензенту вовремя заметить недочеты в подготовке студента, 

в результате чего студент не приобретает необходимых знаний и оказывается 

неподготовленным к экзамену. 

Получив после рецензирования (очного и заочного) контрольную работу, 

студент обязан выполнить все указанные преподавателем исправления и до-

полнения. Окончательно вопрос о зачете задания решается после собеседова-

ния преподавателя со студентом. 
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Р А Б О Т А 1.  

Расчет статически определимой многопролетной балки  

Задание. Для балки, выбранной согласно варианту (рис.1), требуется по-

строить эпюры  изгибающего момента M и поперечной силы Q (аналитиче-

ски). 

Исходные данные выбираются в соответствии с шифром из табл.1. 
  Таблица 1 
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и

ф
р

а
 

ш
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ф
р

а
 

(№
 

сх
ем

ы
) 

а 
м 

с 
м 

M 
кНм 

1 10 12 5 1 8 12 1,2 1 1 4 2 

2 14 8 6 2 7 15 2,3 2 1 2 3 

3 8 18 2 3 9 16 3,4 3 2 3 6 

4 12 10 4 4 6 18 4,1 4 2 3 4 

5 9 15 3 5 11 17 1,3 5 1 2 10 

6 11 22 5 6 10 10 2,4 6 2 2 8 

7 7 14 2 7 12 15 3,1 7 1 4 2 

8 6 10 1 8 15 18 4,3 8 2 5 3 

9 5 22 2 9 14 14 1,4 9 3 4 5 

0 13 12 5 0 14 13 3,2 0 1 2 7 

 

Методические указания: 
Расчет многопролетной балки следует начинать с построения этажной 

схемы. Для этого мысленно удаляют соединительные шарниры, при этом бал-

ка распадается на простые элементы (основные и вспомогательные балки). 

Основными балками будут считаться те, которые после удаления шарниров 

останутся без изменений. Это балки на двух опорах или с жесткой заделкой  

( ). Они располагаются на нижнем этаже. Вспомогательные 

балки – те, которые после удаления шарниров остаются на одной опоре или, 

вообще, без опор ( ). Данные балки располагаются выше и 

опираются на нижележащий этаж с помощью дополнительных опор. 

Расчет ведется с верхнего этажа. Для верхней балки определяются реак-

ции и строятся эпюры поперечной силы и изгибающего момента. 

Далее рассчитываются нижележащие этажи. При этом нагрузка с верхне-

го этажа на нижний передается через реакцию в соответствующей опоре с об-

ратным знаком. 

После расчетов всех этажей построенные эпюры поперечных сил и изги-

бающих моментов соединяются по  одной линии. 
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Р А Б О Т А 2  

Расчет статически определимой  балки с помощью линий влияния 

Задание. Для балки, выбранной согласно варианту (рис.1), требуется: 

1. Построить линию влияния опорной  реакции  (по выбору студента), 

2. Построить линии влияния изгибающего момента M и поперечной си-

лы Q в указанных сечениях 

3. Вычислить по линиям влияния значения реакции, изгибающего мо-

мента M и поперечной силы Q 

4. Сравнить результаты вычислений с результатами работы 1 и сделать 

выводы 

Исходные данные выбираются в соответствии с шифром из табл.1.  

Методические указания: 
Линией влияния в балке называется график, показывающий изменение 

исследуемого фактора при 

движении по балке единичной 

силы. 

Любая ордината линии 

влияния показывает величину 

исследуемого фактора в тот 

момент, когда сила находится 

над этой ординатой. 

Статический способ по-

строения линий влияния в бал-

ках основан на составлении 

уравнений статики (уравнений 

равновесия). Рассмотрим про-

стую балку на двух шарнирных 

опорах (рис.2). 

1. Построение линии влияния 

реакции RA. 

Составим уравнение моментов 

вокруг опоры В.       0BM ; 

0)(  zlFlRA ; 

l

zl

l

zlF
RA







)(
. 

Получаем аналитическое выра-

жение для реакции RA. 

Строим график по 2-м точкам. 

0z  1AR , z=l   0



l

ll
RA  

              

                       Рис.2                                               
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2. Аналогично строится линия  влияния реакции RB . 

Составим уравнение моментов вокруг опоры А.     0AM , 0 lRzF B ,   

l

z
RB  . Получаем аналитическое выражение для реакции RВ. Строим график 

по 2-м точкам:     z=0 RB=0,    z=l     RB=1. 

3. Построим линию влияния поперечной силы  QK . 

Возьмем произвольное сечение k, находящееся на расстоянии a от опоры A. 

Рассмотрим два положения силы 1F .  

a) сила 1F  находится слева от точки сечения K, тогда B

пр

K RQ  . Это значит, 

что линия влияния QK повторит линию влияния RB, но с отрицательным зна-

ком. Справедлива эта линия влияния, когда сила находится левее от точки k, 

значит, мы получаем левую ветвь линии влияния; 

b) сила 1F справа от сечения K, тогда А

лев

K RQ  . Это значит, что линия влия-

ния QK, повторит линию влияния RB. Справедлива эта линия влияния, когда 

сила находится справа от точки k, значит, мы получаем правую ветвь линии 

влияния. 

4. Построим линию влияния изгибающего момента МK - ? 

a) сила 1F  находится слева от точки сечения K, тогда bRМ B
пр
K  . Это зна-

чит, что линия влияния МK повторит линию влияния RB, но увеличенную в b 

раз. Справедлива эта линия влияния, когда сила находится левее от точки k, 

значит, мы получаем левую 

ветвь линии влияния; 

b) сила 1F справа от сече-

ния K, тогда  лев
KМ  RA·a. 

Это значит, что линия влия-

ния МK повторит линию 

влияния RА, но увеличенную 

в а раз. Справедлива эта ли-

ния влияния, когда сила на-

ходится справа от точки k, 

значит, мы получаем правую 

ветвь линии влияния. 

Кинематический способ 
построения линий влияния 

основан на принципе воз-

можных перемещений: 

1) для того чтобы построить 

линию влияния реакции  

какой-нибудь опоры, нужно 

изобразить балку без этой 

опоры,   дать   данной   точке 

                                   Рис.3                                      возможное   перемещение   в  

л. вл. 

 Мк 
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ВR
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положительном направлении (вверх на единицу) и зарисовать новое положе-

ние полученного механизма; 

2) для того чтобы построить линию влияния изгибающего   момента  

MK  , нужно в данное сечение врезать шарнир и повернуть получен-

ный механизм в положительном направлении на единичный угол; 

3) для того чтобы построить линию влияния поперечной силы 

QK, нужно в данное сечение врезать ползун и раздвинуть час-

ти балки в положительном направлении на единицу.  

Построим линии влияния кинематическим методом в этой же 

балке (рис.3). Линии влияния получились такие же.  

Построим линии влияния по-

перечной силы и изгибающего 

момента в консольной  балке 

(рис.4) кинематическим спосо-

бом. Так как левая часть в этой 

балке неподвижна, движется 

только правая часть в положи-

тельном направлении. При 

этом ордината линии влияния 

момента равна а, ордината      

линии     влияния    поперечной 

силы равна 1. 
                            Рис. 4                                              

С помощью линий влияния можно определить любые усилия по формуле 

                    (R, Q, M) = iiiiii tgMwqYF   ,  

где сила считается положительной, если направлена вниз  F  ,   

iY  - ордината линии влияния под силой, берется со своим знаком,  

нагрузка считается положительной, если направлена вниз  iq  ,   

iw  - площадь в линии влияния под нагрузкой, берется со своим знаком, 

момент считается положительным, если направлен по часовой стрелке    iM , 

tg  - тангенс угла наклона линии влияния над моментом, 

равный 
b

а
tg   и считается положительным, если линия 

влияния возрастает. 
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Р А Б О Т А 3 

Расчет простой плоской статически определимой фермы 

 

Задание. Для фермы (рис.5) с выбранными по шифру из табл. 2 размерами и 

нагрузкой требуется определить (аналитически) усилия в стержнях заданной 

панели, включая правую и левую стойку (5 стержней).                            Таблица 2 

Первая 

цифра 

шифра 

,l м F1, кН Вторая 

цифра 

шифра 

№ панели 

(считая 

справа) 

Последняя 

цифра 

шифра 

(№схемы) 

h, м 

1 33 2 1 2 1 6 

2 30 3 2 3 2 5 

3 27 1 3 4 3 4 

4 24 1 4 5 4 4 

5 21 2 5 2 5 6 

6 18 2 6 3 6 4 

7 33 1 7 4 7 5 

8 30 3 8 5 8 4 

9 21 3 9 2 9 5 

0 24 2 0 3 0 4 

Методические указания: 
Фермой называется конструкция, состоящая из стержней, соединѐнных 

между собой шарнирами, которые называются узлами фермы. Внешняя на-

грузка на ферму передаѐтся через эти узлы. Каждый стержень в ферме нахо-

дится в условиях простого осевого растяжения – сжатия, но общая деформация 

фермы – изгибная, то есть ферма работает на изгиб. 

Пролет фермы - это расстояние  между опорами. Расстояние между узлами 

фермы по горизонтали называется панелью фермы и обозначается d. 

          Выполнить расчет фермы, это значит, что в первую очередь нужно опре-

делить  усилия в стержнях фермы. Общепринятые обозначения усилий в 

стержнях фермы: O – усилие в стержнях верхнего пояса, U – усилие в стерж-

нях нижнего пояса, V – усилие в стойках, D – усилие в раскосах. Расчет фермы 

начинают с определения опорных реакций. Опорные реакции в ферме опреде-

ляются как в простой балке, работающей на изгиб. 

        Для определения усилий в стержнях ферм существуют несколько спосо-

бов. Рассмотрим некоторые из них: 

а) способ моментной точки. Применяется, когда можно разрезать ферму на 

две части так, чтобы в разрез попало три стержня. Для нахождения усилия в 

одном из них необходимо найти точку пересечения двух других разрезанных 

стержней (моментная точка) и записать уравнение равновесия (сумма момен-

тов всех сил вокруг этой точки)  любой отсечѐнной части фермы. 

б) способ проекций. Применяется, когда можно разрезать ферму на две части 

так, чтобы в разрез попало три стержня. При нахождении  усилия в одном  из 

них  два   других  стержня   оказываются  параллельны  (т.е.  моментная  точка 
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Рис.5 
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оказывается в бесконечности). Записывается  сумма проекций сил на верти-

кальную ось у любой отсечѐнной части фермы. Способ проекций чаще всего 

применяется для нахождения усилий в раскосах или стойках фермы с парал-

лельными поясами. 

в) способ вырезания узлов. Применяется, когда два предыдущих способа не-

применимы, т.е. нельзя провести сечение через три стержня. Данный способ 

заключается в вырезании узла, к которому принадлежит искомый стержень и 

рассмотрении равновесия этого узла. 

 

Р А Б О Т А  4 

Расчет трехшарнирной арки или трехшарнирной рамы 

 
Задание. Для сплошной трехшарнирной арки или рамы (рис.6)  требуется 

определить аналитически моменты, поперечные и нормальные силы в   сече-

ниях К1 и К2 от действия постоянной нагрузки. 

Исходные данные, согласно шифру, выбираются по табл.3.             Таблица 3 

П
ер

в
ая

 

ц
и

ф
р
а 

ш
и

ф
р
а 

l  
м 

   
 

 1 

В
то

р
ая

 

ц
и

ф
р
а 

ш
и

ф
р
а 

 2 1q  

кН

/м 

2q  

кН

/м 

Послед- 

няя 

цифра 

шифра 

С
х
ем

а 
п

о
 

р
и

с.
2
 

Очерта-

ние оси 

l

f
 

F 
кН 

1 26 0.20 0.20 1 0.65 0 4 1 а Пара-

бола 
0.34 4 

2 36 0.50 0.30 2 0.68 4 0 2 а Окруж-

ность 
0.35 3 

3 18 0.30 0.22 3 0.70 0 5 3 б Рама 0.39 5 

4 28 0.60 0.25 4 0.72 5 0 4 в  Рама 0.40 6 

5 20 0.40 0.15 5 0.80 0 6 5 г Рама 0.32 7 

6 32 0.70 0.40 6 0.84 6 0 6 а Пара-

бола 
0.36 8 

7 22 0.80 0.35 7 0.86 7 0 7 а Окруж-

ность 
0.38 2 

8 34 0.25 0.12 8 0.75 0 7 8 б Рама 0.33 5 

9 24 0.35 0.33 9 0.85 8 0 9 в Рама 0.30 8 

0 39 0.45 0.45 0 0.90 0 8 0 г Рама 0.31 4 

 

Методические указания: 
Расчет трехшарнирных арок следует начинать с определения реакций. 

Вертикальные составляющие реакций в арке AR  и BR определяются так же, как 

в балке. Горизонтальные реакции HA, HB (называемые  распором) определяют-

ся из уравнений равновесия правой части арки или левой (сумма моментов) 

вокруг соединительного шарнира.  

В поперечном сечении арки возникают продольная и поперечная силы и 

изгибающий момент. Для их определения необходимо составить уравнения 

равновесия любой отсеченной части арки (рис.7). 

Для определения изгибающего момента:    0
лев
кM , 

0)(  KKFKKA MYНХXFXR ,    KFKKAK YНXXFXRM  )( . 
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     Схема нагрузки 

 

 
 

 
 

Рис.6 
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         Если рассмотреть балочную аналогию, то момент в сечении К левой час-

ти балки будет равен: )( FKKA
б
K ХXFXRM  . Тогда формула для опреде-

ления изгибающего момента в арке будет: K
б
КK YНМM  , 

где  б
KM  - момент в соответствующей балке,  Н - распор арки, KY - ордината 

(высота) сечения К. 

Для определения продольной силы:   0/
 левx , 

0  SinFSinRCosHN AK ,       

   CosHSinFRN AK  1 . 

       Если рассмотреть балочную 

аналогию, то поперечная сила  

в сечении К левой части балки бу-

дет равна: FRQ A
б
K  . Тогда 

формула для определения про-

дольной силы в арке будет: 

)( KK
б
KK CosHSinQN   ,  

где б
KQ - поперечная сила в соот-

ветствующей балке, φ - угол на-

клона касательной в сечении К. 

Для определения попереч-

ной силы: 0'  левy  

01   CosFCosRSinHQ AK     

  KKAK SinHCosFRQ   1 . 

Тогда формула для определения 

поперечной силы в  арке будет:  

KK
б
КK SinHCosQQ   . 

                             Рис.7 

       Ординаты точек оси арки и углы наклона касательных определяются по 

следующим уравнениям: 

- при очертании оси по параболе:  xlx
l

f
y 

2

4
,        xl

l

f
tg 2

4

2
 ; 

- при очертании оси по окружности: fRx
l

Ry 









2
2

2
, 

     

 где  
f

lf
R

82

2

 ,  
R

xl

2

2
sin


 ,  

R

fRy 
cos . 

Следует помнить, что для правой половины арки (рамы) угол наклона ка-

сательной в сечении К отрицателен, т.е. 0K  

Это значит, что ,)( KK CosCos    KK SinSin   )(  

RA 

HA 

NK 

QK 

XK 

YK 

x 

y 

x’ 

y’ 



MK 

RA 

F 

F 

XK 

K 

K 

xF 

XF 

Q
б

K 

M
б
 K 
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Р А Б О Т А  5 

Определение перемещений в статически определимой раме   

Задание. Для рамы (рис.8) с выбранными по шифру из табл.4 размерами и 

нагрузкой требуется определить горизонтальное перемещение (ГП) или угол 

поворота (УП) одного из сечений.                                                         
                                                                                                           Таблица 4 

П
е
р

в
а
я

 

ц
и

ф
р

а
 

ш
и

ф
р

а
 ,l  

м 

,q  

кН/м 

В
т
о
р

а
я

 

ц
и

ф
р

а
 

ш
и

ф
р

а
 

F 

кН 

h, 

м 

Н
о
м

е
р

 с
е
-

ч
е
н

и
я

 

П
о
с
л

е
д
н

я
я

 

ц
и

ф
р

а
 

ш
и

ф
р

а
 (

№
 

с
х
е
м

ы
) 

В
и

д
 п

е
р

е
-

м
е
-щ

ен
и

я
 

21 : II  

1 8 1 1 9 7 1 1 УП 1:2 

2 9 2 2 2 6 2 2 УП 2:1 

3 9 2 3 5 5 3 3 УП 1:3 

4 8 3 4 4 8 4 4 УП 3:1 

5 5 2 5 3 9 1 5 УП 1:4 

6 5 3 6 10 9 2 6 ГП 4:1 

7 6 4 7 7 8 3 7 ГП 1:3 

8 8 3 8 8 6 4 8 ГП 3:1 

9 6 2 9 1 10 1 9 ГП 1:2 

0 7 1 0 6 7 3 0 ГП 2:1 

 

Методические указания: 
Все перемещения следует определять по методу Мора с применением фор-

мулы Симпсона. 

     кк
F

срср
F

нн
F

ii

i MMMMMM
IE

l
4

6
 . 

Здесь: Δ- линейное перемещение, 

           φ- угловое перемещение, 

            il - длина участка, 

           EI - изгибная жесткость  на участке, 

           MM F , - моменты с грузовой  и с единичной эпюры, взятые 

             соответственно в начале, середине и конце участка. 

          Грузовая эпюра (эп. МF )- это эпюра моментов, построенная от действия 

всей внешней нагрузки. 

         Единичная эпюра (эп. M ) – эпюра моментов, построенная от действия 

единичного фактора. В качестве единичного фактора применяется либо сила, 

равная 1 ( F =1), для определения линейного смещения, либо момент, равный 1 

( M =1), для определения угла поворота поперечного сечения. 
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Рис.8 
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Р А Б О Т А 6 

 Расчет плоской статически неопределимой рамы методом сил 

Задание. Для рамы (рис.9) с выбранными по шифру из табл.5 размерами и 

нагрузкой требуется:  

- раскрыть статическую неопределимость, 

- построить эпюры изгибающих моментов, поперечных и продольных сил, 

- проверить правильность построенных эпюр.                                  
                                                                                                               Таблица 5 

П
е
р

в
а
я

 

ц
и

ф
р

а
 

ш
и

ф
р

а
 F кН ,l  

м 

В
т
о
р

а
я

 

ц
и

ф
р

а
 

ш
и

ф
р

а
 q  

кН/м 
,h  

м 

Т
р

е
т
ь

я
 

ц
и

ф
р

а
 

ш
и

ф
р

а
  

(№
 с

х
е
-

м
ы

) 

21 : II

 

1 4 8 1 2 10 1 1 2:1 

2 5 12 2 2 8 2 2 1:2 

3 6 9 3 4 6 3 3 3:1 

4 5 10 4 4 9 4 4 1:3 

5 6 7 5 2 4 5 5 4:1 

6 4 6 6 1 5 6 6 1:4 

7 6 5 7 2 7 7 7 3:1 

8 4 11 8 1 11 8 8 1:3 

9 5 4 9 4 12 9 9 2:1 

0 4 13 0 1 13 0 0 1:2 

 

Методические указания: 
Задачу следует начинать решать с определения степени статической неоп-

ределимости рамы по формуле: n = R - Ш – 3, 

где R – число всех неизвестных реакций, 

      Ш – число простых соединительных шарниров.  

Путем отбрасывания лишних связей (количество их равно степени статиче-

ской неопределимости системы) выбирается основная система для дальнейше-

го расчета. Основная система должна быть статически определима и геомет-

рически неизменяема. 

За неизвестные в методе сил  ( Х1, Х2, … Хn) принимаются реакции в отбро-

шенных связях, которые следует определять из системы канонических уравне-

ний: 
0... 11212111  Fnn XХХ   

0... 22222121  Fnn XХХ   
…………………………………………………. 

0...2211  nFnnnnn XХХ   , 

где ij - перемещение по направлению отброшенной связи i от действия  ре-

акции Хj=1. 

iF - перемещение по направлению отброшенной связи i от действия  задан-

ной нагрузки. 
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                                                                         Рис. 9 
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ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

 

Пример 1. Расчет статически определимой многопролетной балки  

Для балки (рис.10) требуется построить эпюры  изгибающего момента M и 

поперечной силы Q (аналитически). 

Исходные данные: F=10кН,  q=4кн/м,  M=12кНм 

Решение: 

1. Строим этажную схему: мысленно убираем шарниры и конструкция распа-

дается на простые балки. 

Основные балки ( ) располагаются на первом нижнем этаже.  

Вспомогательные балки ( )  с помощью дополнительных опор 

устанавливаются выше. 

2. Расчет ведем с верхнего этажа. Рассчитываем балку ВС. Так как балка на-

гружена силой посредине пролета, то на каждую реакцию приходится по по-

ловине силы: кН
F

RR BC 5
2
 . Построим эпюры поперечной силы Q и изги-

бающего момента M для балки ВС. 

BRQ 1                01 M  

BRQ 2               мкНRM B  512  

CRQ 3             мкНRM C  513  

CRQ 4             04 M  

3. Рассчитываем нижележащие этажи,  нагрузка с верхнего этажа на нижний 

передается через соответствующую реакцию с обратным знаком. 

Балка СE: 

Определяем реакции: 0 D
M , 012  EC RMR , кНRE 22  

0 E
M , 013  DC RMR , кНRD 27  

Проверка:   0Y , 0 DЕC RRR ,  022275   (верно) 

Построим эпюры поперечной силы Q и изгибающего момента M для балки 

СЕ.                                                  041  MM  

кНRQQ C 521              мкНRM C  1022  

кНRQQ E 2243                          мкНRM Е  2213  

Балка AB: Эта балка консольная, реакции можно не определять, но расчет вес-

ти со свободного незакрепленного конца. 
кНRQQ B 521                  01 M           мкНRM B  1022  

Балка EK: Эта балка тоже консольная, реакции можно не определять,  расчет 

ведем со свободного незакрепленного конца. 
кНRQ E 221                                   01 M  

кНqRQ E 643                            мкНqRM E  361222  

        мкНRM E  56243  

4. Совмещаем все построенные эпюры  поперечных сил и изгибающих момен-

тов  по  одной  линии (рис.11).      
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                                                                  Рис.10 
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                                                                             Рис.11 

 

Пример 2. Расчет статически определимой  балки с помощью линий 

влияния 
Для балки (рис.12), требуется: 

- построить линию влияния средней опорной  реакции; 

- построить линии влияния изгибающего момента M и поперечной силы Q в 

указанных сечениях; 

- вычислить по линиям влияния значения реакции, изгибающего момента M и 

поперечной силы Q. 

Исходные данные: F=10кН,  q=4кн/м,  M=12кНм. 

Решение: 

      Линии влияния в балке строим кинематическим способом.  

     Для построения линии влияния реакции средней опоры  изображаем  балку 

без этой опоры, даем данной точке возможное перемещение в положительном 

направлении (вверх на единицу) и зарисовываем новое положение полученно-

го механизма. 

      Для  построения линии влияния изгибающего момента  MK  врезаем шарнир 

и поворачиваем полученный механизм в положительном направлении на еди-

ничный угол.        

      Если сечение рядом с опорой (сечение 3 и сечение 4), то при построении 

линии влияния момента шарнир нужно врезать прямо над опорой. 

       Для  построения линии влияния поперечной силы QK врезаем ползун и 

раздвигаем части балки в положительном направлении на единицу.  

22 

10 

5 

10 

22 

5 

5 

6 

56 

36 

Эп M 

  кНм 

Эп Q 

  кН 
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                                                          Рис.12 
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       Ординаты линий влияния определяются из подобия треугольников. 

       Определим реакцию средней опоры и, например, изгибающий момент и 

поперечную силу в сечении 1 по линиям влияния и сравним результаты с зада-

чей №1. 

По линии влияния: 

  кНMFRD 271121510
3

3
5,1 








 ,   

  кНмMqFM 3621224210
2

4
22

2

1
21 

















 , 

    кНMqFQ 302122210
2

4
2111 








  

По эпюрам из задачи №1:       кНRD 27 ,     кНмM 361  ,   кНQ 301  . 

Как видим, результаты, полученные разными методами, сошлись. 
 

 

Пример 3. Расчет простой плоской статически определимой фермы 

Для фермы (рис.13) требуется: 

-определить усилия в указанных стержнях  

Исходные данные:  кНF 401  , кНF 802  , кНF 163  , мh 3 ,  мd 2 . 

 
                                                             

Рис.13 
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Решение: 

1. Определяем реакции в ферме. Можно изобразить балочную аналогию и най-

ти реакции, как в балке.         0Z ,       0
В

H ; 

  0АМ ; 0453321  dBRdFdFdF ;     кНBR 90

4

51638040



 ; 

032314   dFdFdFdARBМ ,   кНAR 46 . 

Проверка. 

  0Y ,  0321  FFFRR BA ; 0136-13616-80-40-4690  . 
Проверка выполняется, значит, реакции определены верно. 

2. Определение усилий в стержнях фермы. 

1) ?109 U  Стержень принадлежит нижнему поясу, проводим сечение I, нахо-

дим моментную точку 4, составляем уравнение моментов вокруг этой точки 

левой отсеченной части фермы: 

04 
лев

M ; 0109416  hUFАR ; кНU 67,38

3

440646

109 


 . 

2) ?43 O  Стержень принадлежит верхнему поясу, проводим сечение I, нахо-

дим моментную точку 10, составляем уравнение моментов вокруг этой точки 

левой отсеченной части фермы: 

0
10


лев

M ;     0324 431  OFRА ;      кНO 67,34

3

240446

43






. 

3) ?32 O  Стержень принадлежит нижнему поясу, проводим сечение II, на-

ходим моментную точку 10, составляем уравнение моментов вокруг этой точ-

ки левой отсеченной части фермы:  

0
10


лев

M
;            0143214  rOFАR ; 

 
кНO 38,52

7,2

240446

32 


 , где 1r =2,7 м (плечо усилия 32O ) находим 

из геометрических соображений или по масштабу; 

4) ?102 D  Стержень является раскосом, проводим сечение II, находим мо-

ментную точку C, составляем уравнение моментов вокруг этой точки левой 

отсеченной части фермы:  

 0
лев
сM ;                042 21021   rDFRА ; 



 24 

кНD 45,51

4,4

440246

102 


  , где 2r =4,4 м (плечо усилия 102D ) находим 

из геометрических соображений или по масштабу; 

5) ?112 V  Стержень является стойкой, проводим сечение III, находим мо-

ментную точку C, составляем уравнение моментов вокруг этой точки левой 

отсеченной части фермы:  

 0
лев
сM ;    0442 1121  VFRА ;       кНV 17

4

440246

112 


 . 

6) ?104 D  Стержень является раскосом, проводим сечение I, применяем спо-

соб проекций, т.к. два других разрезанных стержня параллельны, составляем 

уравнение проекций сил на вертикальную ось  левой отсеченной части фермы:  

0
лев

Y ; 0cos1041   DFRА ; 
07,33

3

2
 arctg ; 83,0cos  ; 

кНD 2,7

83,0

4640

104 


 .
 

7) ?85 V  Стержень является стойкой, проводим сечение IV, применяем спо-

соб проекций, т.к. два других разрезанных стержня параллельны, составляем 

уравнение проекций сил на вертикальную ось  правой отсеченной части фер-

мы:  

0
пр

Y ; 0853  VF ; кНV 1685   

8) ?94 V  Стержень является стойкой, применяем 

способ вырезания узлов, т.к. два других способа не 

применимы (нельзя разрезать ферму через три 

стержня), составляем уравнение проекций сил на 

вертикальную ось для узла 9:  

0Y , 0294  FV ; 

кНFV 80294  . 

9) ?76 V  Стержень является стойкой, применяем способ 

вырезания узлов, составляем уравнение проекций сил на вер-

тикальную ось для узла 6: 

0Y ;     0763  VF ;      кНFV 16
376




.
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6 м 

балочная 

аналогия 

3 м 
F2=3 кН 

С 

А В 

RA RB 
HA HB 

K 
 

XK1 XK2 

YK 

YK2 

f=4 м 

RB RA 

F1 F2 

K2 K1 

l=10м 

F1=4 кН 

10) ?121 V  Стержень является стойкой, применяем способ 

вырезания узлов, составляем уравнение проекций сил на 

вертикальную ось для узла 12: 

0Y ;      0121  VRA ; 

кНRV A 46121  . 

 

11) ?103 V  Стержень является стойкой, применяем способ 

вырезания узлов, составляем уравнение проекций сил на  вертикальную ось 

для узла 12: 

0Y ;     0sin32103  OV ; 

6,26
4

2
 arctg ; 45,0sin  ; 

кНV 3,1745,0)5,38(103  . 

 

Пример 4. Расчет трехшарнирной арки или трехшарнирной рамы  

Для сплошной трехшарнирной арки  (рис.14)  требуется определить анали-

тически моменты, поперечные и нормальные силы в   сечениях К1 и К2 от дей-

ствия постоянной нагрузки.  
                                        

                                           

       
                                                                  

                                                                      

                                                                     

                                                                     

 

 

 

 

 

 

  

                                                                                               
 

       

 

 

 

 

 

 

 

 
                                                                  Рис.14 

  

3 

32О  

43О  

103V  
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Исходные данные:  кНF 41  , кНF 32  ,  мl 10 ,  мf 4 , мX K 41  , 

)(5,72 слевамX K  . Арка очерчена по окружности. 

Решение: 

1) Определение реакций в трехшарнирной арке  

Вертикальные реакции в арке определяются так же, как в балке.  

      01063,0 21  BA RFFM ,   кНRB 3
10

1812



 ; 

      04710,0 21  FFRM AB ,  кНRA 4 . 

     Проверка: 0,0 21  FFRRY BA , 03434   (верно). 

Горизонтальные реакции HA, HB ( распор) определяются как сумма моментов 

вокруг шарнира С правой и левой частей арки, где f – стрела подъема арки. 

    02
2

,0 1  fHF
l

RM AA

ЛЕВ

C ,  кНH A 3
4

2454



 ; 

    051,0 2  fHRFM BB

ПРАВ

C ,  кНH B 3
4

1353



 . 

Проверка:     0,0 BA HHX , кНHHH BA 3 . 

2) Определение усилий в арке 

         При очертании арки по окружности находим необходимые геометриче-

ские размеры арки: 

- радиус кривизны арки: 
f

lf
R

82

2

 м125,5
48

100

2

4



 ; 

- ординаты сечений К1 и К2:   fRX
l

RY KK  22 )
2

( , 

мYK 9,34125,5)4
2

10
(125,5 22

1
 , мYK 3,34125,5)5,75(125,5 22

2
 ; 

- синус и косинус угла наклона касательной в сечении К: 

               
R

Xl
Sin K

K
2

2
 ,        

R

fRY
Cos K

K


  

                19,0
125,52

810
sin

1





К ,  98,0

125,5

4125,59,3
cos

1



К  

               48,0
125,52

5,7210
sin

2





K , 86,0

125,5

4125,53,3
cos

2



K  

а) рассматриваем сечение К1 

111 K
б
КK YНМM  ,     )3(

111
 KKA

б
K XFXRM кНм121444  ,   

                                 кНмM K 3,09,3312
1

  

1111 KK
б
КK SinHCosQQ   , 11

FRQ A
б
K  044  , кНQK 57,019,030

1
  

)(
1111 KK

б
KK CosHSinQN   ,  кНNK 94,2)98,030(

1
  

б) рассматриваем сечение К2 

 кНмYHMM K
б
KK 4,23,335,7222  , где  кНмRM B

б
K 5,75,22   
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2222 KK
б
КK SinHCosQQ   , кНRQ B

б
K 3

2
 , 

кНQK 2,1)48,0(386,03
2

 , 

кНCosHSinQN KK
б
KK 72,3)86,03)48,0(3()(

2222
  . 

         

Пример 5. Определение перемещений в статически определимой раме   

         Для заданной рамы (рис.15) 

требуется определить угол поворота 

сечения 1 и горизонтальное 

перемещение сечения 2.  

Исходные данные:  L=8 м, F=2кН,  

q=1 кН/м, h=6 м, I1=I, I2=2I 

Решение: 

1. Строим грузовую эпюру: 

а) Определяем опорные реакции: 

   ∑МА=0,   –RB·8+q·4·2+F·3=0,   

       RB=1,75 кН 

     ∑МВ=0,     RА·8+F·3–q·4·6 =0,   

             RА=2,25 кН. 

    Проверка:  ∑у=0,  RА–q·4+RB=0, 

1,75+2,25–1·4=0. Проверка сошлась. 

Вертикальные реакции определены 

верно.                                                                                                             Рис.15 

          Для определения горизонтальных реакций нужно записать уравнение 

моментов относительно шарнира всех сил, расположенных с одной стороны 

рамы.           ∑МС
лев

=0,             

HA·6+RA·4–F·3–q·4·2=0, HA=0,83 кН 

∑МС
прав

=0, RВ·4–HВ·6=0, HВ=1,17 кН 

Проверка:    ∑у=0,     HA+HВ–F=0, 

0,83+1,17–2=0. Проверка сошлась, значит,  

горизонтальные реакции определены вер-

но. 

б) Разбиваем раму на участки. На каждом 

участке намечаем сечения в начале и конце 

участка, а на участках с распределенной 

нагрузкой – дополнительное сечение в се-

редине. В каждом сечении определяем 

значение внутреннего изгибающего мо-

мента по  правилу:  изгибающий   момент   равен                             Рис.16 

алгебраической сумме моментов всех внешних сил, расположенных с одной 

стороны  от сечения, относительно центра этого сечения. Правило знаков для 

изгибающего момента: момент считается положительным, если он растягивает 

нижние волокна. 
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М1=0 кНм,    М2=НА·3=0,83·3= 2,5 кНм; 

М3=НА·3–F·0=0,83·3= 2,5 кНм,   М4=НА·6–F·3=0,83·6–2·3= –1 кНм; 

М5=НА·6–F·3+RA·0=0,83·6–2·3= –1 кНм; 

М6=НА·6–F·3+RA·2–q·2·1=0,83·6–2·3+2,25·2–1·2·1= 1,50 кНм; 

М7=НА·6–F·3+RA·4–q·4·2=0,83·6–2·3+2,25·4–1·4·2= 0 кНм; 

М8= –НB·6+RB·4= –1,17·6+1,75·4= 0 кНм; 

М9= –НB·6+RB·0= –1,17·6= –7 кНм, М10=НB·6+RB·0=1,17·6= 7 кНм, М11=0 кНм. 

Грузовая эпюра моментов показана на рис.16.                        

2.Определяем угол поворота сечения (1) 

а) Для того, чтобы определить угол поворота указанного сечения, нужно зари-

совать исходную раму без внешней нагрузки и к заданному сечению прило-

жить единичный момент (рис.17). Построить единичную эпюру моментов 

(рис.18). 

Определяем реакции: ∑МА=0,  RB·8–М=0,   RB=0,125  

∑МВ=0,    RА·8–М=0,   RА=0,125  

Проверка:  ∑у=0 ,    RА–RB=0,               0,125–0,125=0. 

∑МС
лев

=0,         RA·4–HA·6=0,    HA=0,083 

∑МС
прав

=0 ,          RВ·4–М+HВ·6=0,     HВ=0,083 

Проверка:  ∑х=0,               HA–HВ =0,          0,083–0,083=0. 
              

  
               Рис. 17                                                                  Рис.18 

М1=0 кНм        М2= –НА·6= –0,083·6≈ –0,5 кНм; 

М3= –НА·6+ RA·0 = –0,083·6≈ –0,5 кНм; 

М4= –НА·6+ RA·4= –0,083·6+0,125·4≈ 0 кНм; 

М5= RB·4+ НB·6+М= –0,125·4–0,083·6+1≈ 0 кНм; 

М6= RB·0+НB·6+М= –0,083·6+1≈ 0,5 кНм; 

М7= НВ·6+М= –0,083·6+1≈ 0,5 кНм; 

М8= НB·3+М= –0,083·3+1≈ 0,75 кНм; 

М9= НB·3= –0,083·3≈ –0,25 кНм;          М10=0 кНм. 

б) Определяем угол поворота по формуле Симпсона, подставив I1=I, I2=2I: 
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Знак « - » означает, что поворот сечения происходит против направления еди-

ничного момента, т.е. по часовой стрелке. 

3. Определяем горизонтальное перемещение сечения (2). 

а) Для того чтобы определить горизонтальное перемещение в указанном сече-

нии, нужно зарисовать исходную раму без внешней нагрузки и к заданному 

сечению приложить в горизонтальном направлении единичную силу (рис.19). 

Построить единичную эпюру моментов (рис.20). 

  
                                Рис. 19                                                       Рис.20 

Определяем реакции: 

∑МА=0, F·3–RB·8=0, RB=0,375, ∑МВ=0, F·3–RА·8=0, RА=0,375 

Проверка:  ∑у=0 ,        –RА+RB=0, –0,375+0,375=0 

∑МС
лев

=0          HA·6–F·3–RA·4=0, HA=0,75 

∑МС
прав

=0          HВ·6–RВ·4=0,  HВ=0,25 

Проверка:    ∑х=0         –HA–HВ+F=0,        0,083–0,083=0. 

М1=0 кНм                 М2= НА·3= 2,25кНм               М3= НА·3= 2,25кНм 

М4=М5= НА·6–F·1= 1,5 кНм                М6=М7= НА·6–F·1+RА·4 =0 кНм 

М8= –НB·6= –1,5 кНм        М9= НB·6= 1,5 кНм          М10=0 кНм 

М2 

. 
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б) Определяем горизонтальное перемещение сечения (2) по формуле Симп-

сона: 

 

 

Результат получился с «+», значит точка (2) перемещается по направлению 

единичной силы, т.е. вправо. 

Пример 6. Расчет плоской статически неопределимой рамы методом сил 

Для статически неопределимой рамы (рис.21) требуется: 

- построить эпюры изгибающих моментов, поперечных и продольных сил 

- проверить правильность построения эпюр. 

Исходные данные:  L=8 м, F=4кН, q=2 кН/м, h=8 м, I1=2I, I2=I 

L = 8 м L = 8 м

h
 =

 8
 м

h
 =

 8
 м

q = 2 кН/м

F = 4 кН

EI1

EI1

EI2

EI2

     
                                          Рис.21                                         

     Решение: 

      1. Определяем степень статической неопределимости:  

n = R - Ш – 3 = 5 – 0 – 3 = 2,  где R – число всех неизвестных реакций (рис.21),    

Ш – число простых соединительных шарниров, в данной схеме их нет. Рама 

получилась дважды статически неопределима.  

      2. Выбираем основную систему путем отбрасывания лишних связей 

(рис.22). 

RB 

MA 

HA 

RA 

Hc 

. 
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      3. Зарисовываем эквивалентную систему: к основной системе прикладыва-

ем всю внешнюю нагрузку и вместо отброшенных связей неизвестные реакции 

Х1, Х2 (рис.23). 

Х1

Х2

            
Х1

Х2

 
                                Рис. 22                                                       Рис.23 

  4. Составляем канонические уравнения: 

               δ11x1 + δ12x2 + Δ1F = 0 

               δ21x1 + δ22x2 + Δ2F = 0  

  5. Строим единичные эпюры: к основной системе прикладываем сначала 

Х1=1, затем Х2=1. 

а) Построение эпюры М1 (рис.24)             б) Построение эпюры М2 (рис.25)          

M1 = X1 ∙ l = 1 ∙ 8 = 8 кНм                              М1= X1 ∙ l = 1 ∙ 8 = 8 кНм 

M2 = X1 ∙ l = 1 ∙ 8 = 8 кНм                              M2 = 0 

M3 = X1 ∙ l = 1 ∙ 8 = 8 кНм                              M3 = 0 

M4 = 0       M5 = 0                                            M4 = 0         M5 = 0 

M6 = 0       M7 = 0                                            M6 = 0         M7 = 0 

M8 = 0       M9 = 0                                            M8 = 0          M9 = 0 

M10 = 0                                                            M10 = 0 

А

В

С

1

2
3

4 5 6 7

8
9

10

Х1

М1

8

8

8

+

+

          

А

В

С

1

2
3

4 5 6 7

8
9

10

Х2

М2

+

8

 
                      Рис.24                                                                  Рис.25 

=1 

=1 

F=4 кН 

q=2кн/м 
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6. Строим грузовую эпюру моментов. К основной системе прикладываем всю 

заданную внешнюю нагрузку (рис.26). 

M1 = - q ∙ L ∙ 1,5L = - 2 ∙ 8 ∙ 12 = -192 кНм 

M2 = - q ∙ L ∙ 1,5L – F ∙ h = - 2 ∙ 8 ∙ 12 – 4 ∙ 8 = - 224 кНм 

M3 = - q ∙ L ∙ 1,5L – F ∙ h = - 2 ∙ 8 ∙ 12 – 4 ∙ 8 = - 224 кНм 

M4 = - q ∙ L ∙ L/2 – F ∙ h = - 2 ∙ 8 ∙ 4 – 4 ∙ 8 = - 96 кНм 

M5 =  - q ∙ L ∙ L/2 = - 2 ∙ 8 ∙ 4 = - 64 кНм 

M6 = - q ∙ L/2 ∙ L/4 = - 2 ∙ 4 ∙ 2 = - 16 кНм 

M7 = 0 M8 = F ∙ h = 4 ∙ 8 = 32 кНм  

M9 = M10 = M11 = 0. 

7. Определяем коэффициенты канонических уравнений по формуле Симпсона: 

221

1111
3

1280
)044488(

6

8
)8888488(

6

8

EIEIEI
ММ  ; 

21

2222
3

256
)044488(

6

8

EIEI
ММ  ; 

21

212112
3

384
)084488(

6

8

EIEI
ММ   ; 

221

11
3

37376
)0416048224(

6

8
)8224820848192(

6

8

EIEIEI
ММ FF 

21

22
3

9728
)0224420848192(

6

8

EIEI
ММ FF    

8. Проверяем коэффициенты канонических уравнений.  

Для этого строим суммарную единичную эпюру (рис.27): к основной системе  

прикладываем одновременно Х1=1 и  Х2=1. Эпюра Ms = M1 + M2. 

А

В

С

1

2
3

4 5 6 7
8

10

11

МF

192

224

224

96
64

32

16

-

-
-

9

     

А

В

С

1

2
3

4 5 6 7

8
9

10

Мs

16

8

8

 
                                  Рис. 26                                                            Рис.27 

а) Первая проверка заключается в равенстве: Ms ∙ Ms = ∑δij 
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∑δij = δ11 + δ12 + δ21 + δ22 =
2222 3

2304

3

256

3

384
2

3

1280

EIEIEIEI
  

б) Вторая проверка заключается в равенстве: Ms ∙ MF = ∑ΔiF 
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∑ΔiF = Δ1F + Δ2F =
222 3
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 . 

Все проверки выполняются, значит, коэффициенты определены верно. 

9. Решаем систему канонических уравнений: 

           1280x1 + 384x2 -37376 = 0             X1 = 32,36 кН 

            384x1 + 256x2 -9728= 0                 X2 = -10,55 кН 

10. Строим окончательную эпюру моментов Мок   (рис.28) по формуле: 

         Мок = MF + M1 ∙ x1 + M2 ∙ x2 
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                                   Рис. 28                                                                    Рис.29 

M1 = - 192 + 8 ∙ 32,36 + 8 (-10,55) = - 17,52 кНм 

М2 = М3 = 8,68 кНм, М4 = М5 = - 224 + 8 ∙ 32,36 = 34,88 кНм 

М6 = - 96 кНм, М7 = - 64 кНм, М8 = - 16 кНм 

М9 = 0 кНм, М10 = 32 кНм, М11 = М12 = М13 = 0 кНм. 

11. Проверки окончательной эпюры моментов МОК: 

а) статическая проверка: заключается в проверке равновесия вырезанных уз-

лов. Вырезается узел, пунктирной линией показываются растянутые волокна, 

прикладываются узловые моменты со стороны растянутых волокон и проверя-

ется равновесие вырезанного узла (рис.29) 

б) деформационная проверка: заключается в определении перемещений по на-

правлению отброшенных связей. Эти перемещения должны быть равны нулю. 

Ошибка может составлять не более 5%. 

.0
280277

)0456,304888,34(
6

8

)888,341268,841652,17(
6

8

22

1








EIEI

EI
ММ SОК

 

Статическая проверка 

Узлы в равновесии 
 



 34 

Ошибка составляет: %)5%(07,1%100
280

280277



 , что допустимо. 

12. По эпюре МОК строим эпюру поперечных сил Q (рис.31) с использованием 

формулы:        qz
l

МMql
zQ

левпр





2

)( ,  

где М
пр

 и М
лев

 – моменты с эпюры Мок, соответственно с правой и с левой сто-

роны участка (рис.30). Моменты берутся со своими знаками, l - длина участка, 

q - распределенная нагрузка на участке. Если нагрузки на участке нет, и эпюра 

моментов представляет собой прямую линию, то в формуле полагаем q=0. 
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                                 Рис. 30                                                              Рис.31 
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13. По эпюре Q  строим эпюру продольных сил N (рис.32): вырезаем узел, к уз-

лу прикладываем неизвестные продольные силы в положительном направлении 

(от узла - растяжение), затем известные поперечные силы с эпюры Q со своим 

знаком (+ по часовой стрелке) и рассматриваем равновесие данного узла. 

Вырезаем узел 1 

 

 

∑x = 0,        - 6,55 + N2 = 0,       N2 =  6,55 кН 

 

∑у = 0,          16,36 - N1 =0,       N1 = 16,36 кН 
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 Вырезаем узел 2 

 

 ∑х = 0,    - N3 + N5 – 4 = 0  

  N5 = 6,55 + 4 = 10,55 кН 

 

 ∑у = 0 , - N4 – 16,36 – 16 = 0 

  N4 = - 32,36 кН 
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                            Рис.32                                                                         Рис.33 

 

14. Общая статическая проверка: зарисовывается исходная рама, в опорах по-

казываются все реакции (их числовые значения необходимо брать с построен-

ных эпюр M, Q, N с учетом знаков),  и проверяется равновесие рамы в целом 

(рис.33). 

∑х = 0, HA – F – HC = 0,  - 6,55 – 4 + 10,55 = 0, 0 = 0 

∑y = 0, - RA + RB – q ∙ l = 0, - 16,36 + 32,36 – 2 ∙ 8 = 0, 0 = 0 

∑MB = 0, HA ∙ h + RA ∙ l – MA – F ∙ h + q ∙ l ∙ l/2 – HC ∙ 2h = 0 

-6,55 ∙ 8 – 16,36 ∙ 8 – 17,52 – 4 ∙ 8 + 2 ∙ 8 ∙4 + 10,55 ∙ 2 ∙ 8 = 0, 0 = 0. 

Все проверки выполняются. 
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