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§1.  Методы решения задач линейного программирования 
 Задачей линейного программирования называют задачу нахождения 

наибольшего или наименьшего значения линейной функции, зависящей от не-

скольких переменных, при ограничениях, заданных в виде  линейных равенств 

и неравенств. Задача линейного программирования  может быть задана  в трех 

формах: общей, стандартной, канонической.  

 Задача линейного программирования в общей форме имеет следующий 

вид: 

(min)max)( →= Τxcxf , 

)1(
1 bxA ≤ ,   )2(

2 bxA = ,   01 ≥x ,   , 0≥px , 

где  Τ= ),,( 1 nxxx   - неизвестный вектор-столбец, ),,( 1 nccc =Τ  - век-

тор-строка коэффициентов линейной функции nn xcxcxf ++= 11)( , 1A  и 

2A  - матрицы размерностей nm ×1  и nm ×2  соответственно, )1(b , )2(b  -  век-

торы-столбцы, p  - фиксированное натуральное число, не превосходящее n . 

Функцию )(xf  называют целевой функцией, ограничения )1(
1 bxA ≤ , 

)2(
2 bxA =  называют прямыми ограничениями, 01 ≥x ,   , 0≥px  - непря-

мыми ограничениями.  

 В случае, когда матрица 2A  и вектор )2(b  нулевые, AA =1  - матрица 

размерности nm× , bb =)1(  - m -мерный вектор и np = , получаем задачу ли-

нейного программирования в стандартной форме: 

(min)max)( →= Τxcxf , 

bAx ≤ ,   θ≥x , 

где  θ  - нулевой вектор. 
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 Если 1A , )1(b  равны нулю, AA =2 , bb =)2(  и np = , то получаем зада-

чу линейного программирования в канонической форме: 

(min)max)( →= Τxcxf , 

bAx = ,   θ≥x . 

 Задачу линейного программирования из общей формы можно привести к 

стандартной, заменяя равенство )2(
2 bxA =  двумя неравенствами )2(

2 bxA ≤ , 

)2(
2 bxA −≤− , а неизвестные nxx ,,1    заменяя новыми неизвестными  

pp xxxx ~,,~
11 ==  , nnnppp xxxxxx ~1~211

~~,,~~ −=−= −+++  , 

где  )(2~ pnpn −+= , и добавляя непрямые ограничения 0~
1 ≥x ,   , 0~~ ≥nx . 

Тогда относительно неизвестного вектора Τ= )~,,~(~ ~1 nxxx   получим задачу 

линейного программирования в стандартной форме.  

 Задачу линейного программирования из стандартной формы можно при-

вести к канонической, заменяя неравенство bAx ≤  равенством byAx =+ , 

где y  - дополнительный неизвестный, m–мерный вектор с неотрицательными 

координатами. Тогда относительно неизвестного вектора Τ= ),( yxz   получим 

задачу линейного программирования в канонической форме. Таким образом, 

все три формы  равносильны.  

 Вектор x , удовлетворяющий прямым и непрямым ограничениям, назы-

вают допустимым планом. А допустимый план *x , на котором достигается 

максимум или минимум целевой функции, называют оптимальным планом. 

Решить задачу линейного программирования, значит найти оптимальный план. 

 Рассмотрим два метода  решения задач линейного программирования: 

1) графический метод решения двумерной задачи линейного программирования 

в стандартной форме; 

2) симплекс-метод решения задачи линейного программирования любой раз-

мерности в канонической форме. 
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 Графический метод. Пусть задана двумерная задача линейного про-

граммирования в стандартной форме: 

minmax,2211 →+= xcxcf , 

kkk bxaxa ≤+ 2211 ,   mk ,1= ,    01 ≥x ,   02 ≥x , 

где Τ= ),( 21 xxx  - неизвестный вектор, коэффициенты 1c , 2c , 1ka , 2ka , 

mk ,1=  и числа 1b , , mb  известны. В этом случае множество допустимых 

планов D  представляет собой многоугольник (ограниченный или неограни-

ченный) на первой четверти координатной плоскости 21XOX . Многоугольник 

D  ограничен координатными осями и прямыми линиями  

:kl  kkk bxaxa =+ 2211 ,  mk ,1= . 

 Графический метод состоит из следующих шагов: 

1. Построим многоугольник  D  - область допустимых планов, проведя 

прямые линии  :kl  kkk bxaxa =+ 2211 ,  mk ,1= . 

2. Находим градиент целевой функции Τ=∇ ),( 21 ccf . 

3. Построим семейство параллельных прямых линий, перпендикулярных 

вектору-градиенту Τ=∇ ),( 21 ccf . 

4. Из семейства параллельных прямых линий выделим линию, которая по 

направлению вектора Τ=∇ ),( 21 ccf  первой касается многоугольника D . Точ-

ка касания есть точка минимума. А если нет такой линии, то точка минимума 

не существует. 

5. Аналогично выделяется прямая линия, последней касающейся D , и 

определяется точка максимума. Если такой линии нет, то точка максимума не 

существует.  

6. По точкам минимума и максимума, если они существуют, находим 

minf , maxf  - минимум и максимум целевой функции. 
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 Пример 1.1. Рассмотрим задачу 

minmax,10 21 →+= xxf , 

22 21 ≥+ xx ,   30103 21 ≤+ xx ,   5,255,0 21 ≥+ xx ,   01 ≥x ,   02 ≥x . 

 Решение. 1. На координатной плоскости 21XOX  проведем прямые ли-

нии :1l 22 21 =+ xx ,   :2l 30103 21 =+ xx ,   :3l 5,255,0 21 =+ xx  и по ним 

построим многоугольник  D  - область допустимых планов (рис. 1).  

 
Рис. 1 

D   есть многоугольник  54321 MMMMM , где )3;0(1M , )0;10(2M , 

)0;5(3M , )375,0;25,1(4M , )1;0(5M .  

 2. Находим градиент целевой функции (рис. 1): Τ=∇ )10;1(f . 

 3. Построим семейство параллельных прямых линий, перпендикулярных 

вектору  Τ=∇ )10;1(f . 

 
1X  

 

1l  

2l  

3l  10  

10  

f∇  
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 4. По направлению Τ=∇ )10;1(f  первое касание  с многоугольником   

происходит в точке  )375,0;25,1(4M  (рис. 1). Следовательно,  

Τ= )375,0;25,1(minx  - точка минимума. 

 5. Аналогично находим точку максимума: Τ= )3;0(maxx . 

 6. Находим минимум и максимум целевой функции: 

5)375,0;25,1(min == ff ,   30)3;0(max == ff . 

 Симплекс-метод. Пусть задана задача линейного программирования в 

канонической форме 

max→= Τxcf ,   bAx = ,  θ≥x , 

где Τ= )...,,( 1 nxxx  - неизвестный n –мерный вектор, A  - матрица размерно-

сти nm× . Не теряя общности, можно считать, что ранг матрицы A  равен m   и  

nm < .  

 Допустимый план Τ= )...,,( 1 nxxx  называют базисным, если его коорди-

наты можно разбить на две части: Бx  - множество базисных координат и Нx  - 

множество небазисных координат так, что небазисные координаты равны нулю, 

а столбцы матрицы A , соответствующие базисным координатам, линейно не-

зависимы. Базисный план называют невырожденным, если все базисные коор-

динаты положительны; иначе, называют вырожденным.  

 Согласно общей теории задач линейного программирования оптималь-

ный план достаточно находить среди базисных планов. Для нахождения опти-

мального базисного плана, согласно симплекс-методу, поступают следующим 

образом: 

1. Находят первый базисный план. Для этого систему bAx =  решают ме-

тодом Гаусса-Жордана, оставляя какие-то m  неизвестных в одном из уравне-

ний и исключая из остальных. Данный метод отличается от обычного метода 

Гаусса тем, что  
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а) необходимо, чтобы правые части уравнений системы оставались неотрица-

тельными; 

б) неизвестное kx  можно оставить в i -ом уравнении и исключить из j -го 

уравнения, если после этого правая часть j -го уравнения остается неотрица-

тельной, т.е. выполняются условия  0>ika ,  0)/( ≥− iikjkj baab .  

Пусть для определенности Τ= )0...,,0,...,,( 1
)1(

mbbx  - первый базисный 

план. Тогда система уравнений имеет вид: 








+

++

mx

x

..
...

1 

....

,...

,11,

1,111,1

mnnmmmm

nnmm

bxaxa

bxaxa

=++

=++

++

++

 

 

2. Проверим, возможно ли текущий базисный план  заменить другим 

Τ
+−= )0...,,0,,0...,,0,...,,,0,...,,( )2()2()2(

1
)2(
1

)2(
1

)2(
kmii bbbbbx  

исключая какую-то координату ix  из базиса и включая какую-то координату 

kx   в базис так, чтобы  )()( )2()1( xfxf > . Для этого номер k  выбирают из 

условия  min=∆k { }njmjj ≤≤+<∆∆ 1,0: ,  

где mjmjj acac ++=∆ ...11 , а номер  i   из условия  









≤≤>= mla
a
b

a
b

lk
lk

lk

ik

ik 1,0:min . 

3. Если вышеуказанные номера k  и i  существуют, то методом Гаусса-

Жордана в последней системе неизвестное kx  оставляем в i -ом уравнении и 

исключаем из остальных уравнений. 

5. Шаги 3, 4 повторяем до тех пор, пока возможно. После конечного чис-

ла шагов получим оптимальный базисный план. 
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Пример 1.2. Задачу примера 1.1. приведем к стандартной форме и решим 

симплекс-методом: 

max,00010 54321 →⋅+⋅+⋅++= xxxxxf  

22 321 =−+ xxx ,   30103 421 =++ xxx , 

5,255,0 521 =−+ xxx ,   01 ≥x ,   02 ≥x . 

Решение. 1. Для того чтобы найти первый базисный план, 1x  исключим 

из второго и третьего уравнений, 2x  - из первого и второго: 









=−+
=++
=−+

,5,1        5,04       
,24            34       

,2                     2

532

432

321

xxx
xxx

xxx
 









=−+
=++
=+−

.375,00,25         125,0          
,5,22         ,52                     

,25,150           25,1             

532

543

531

xxx
xxx

x,xx
 

Таким образом,  Τ= )0;5,22;0;375,0;25,1()1(x  - первый базисный план,  

5375,01025,11)( )1( =⋅+⋅=xf . 

2. Систему уравнений запишем в виде  









=++
=−+
=+−

.       .5,22             ,52                   
,375,00,25125,0                  

,25,150      25,1                  

534

532

531

xxx
xxx
x,xx

 

3. Определим номера  k  и  i : 

05,20125,010)25,1(13 =⋅+⋅+−⋅=∆ , 

0210)25,0(105,015 <−=⋅+−⋅+⋅=∆ , 

5,0
25,1

1
5,22,

5,0
25,1min =









,    следовательно, 5=k  и  1=i . 
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 4. Неизвестное  5x  оставляем в первом уравнении и исключаем из  

других: 









=+−
=−+
=−+

.       ,20  5      2                  
,10,55,0                  

,5,252    2                  

314

312

315

xxx
xxx
x,xx

 

Τ= )5,2;20;0;1;0()2(x  - второй базисный план, 

5)(1011001)( )1()2( =>=⋅+⋅= xfxf . 

 5. Повторяем предыдущие шаги до тех пор, пока возможно: 

5)2(05,010201 =−⋅+⋅+⋅=∆ ,    

0550)5,0(10)5,2(03 <−=⋅+−⋅+−⋅=∆ ,   3=k ,  4=i . 









=+−
=++
=++

.       ,4  2,0 4,0                  
,30,13,0                  

,5,1250                       

413

412

415

xxx
xxx
x,xx

 

Τ= )5,12;0;4;3;0()3(x  - третий базисный план, 

10)(3031001)( )2()3( =>=⋅+⋅= xfxf , 

3)4,0(03,010101 =−⋅+⋅+⋅=∆ , 

12,001,0105,004 =⋅+⋅+⋅=∆ . 

 Таким образом, оптимальным базисным планом является  

Τ= )5,12;0;4;3;0(maxx ,   30)( max =xf . 

 Двойственная задача. Для задачи линейного программирования в стан-

дартной форме  

max→= Τxcf ,   bAx ≤ ,  θ≥x , 

следующую задачу называют двойственной 

min→= Τ ybg ,   cyA ≥Τ ,  θ≥y . 
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 Если множества допустимых планов пары двойственных задач непустые, 

то существуют оптимальные базисные планы этих задач. При этом одну из за-

дач можно решить графическим методом или симплекс-методом, а решение 

второй задачи можно находить из так называемых условий дополняющей не-

жесткости: 

θ=− ΤybAx )( ,   θ=− ΤΤ xcyA )( . 

  

Пример 1.3. Для задачи примера 1.1 составим двойственную задачу и 

найдем ее решение: 

max10 21 →+= xxf  

22 21 ≥+ xx , 

30103 21 ≤+ xx , 

5,255,0 21 ≥+ xx , 

01 ≥x ,   02 ≥x . 

 min5,2302 321 →−+−= yyyg  

,15,03 321 ≥−+− yyy , 

,105102 321 ≥−+− yyy , 

01 ≥y ,   02 ≥y ,   03 ≥y . 

Решением первой задачи является вектор Τ= )3;0(maxx . По нему найдем реше-

ние второй задачи, воспользовавшись условиями дополняющей нежесткости: 

0)23201( 1 =−⋅+⋅ y , 

0)3031003( 2 =−⋅+⋅ y , 

0)5,23505,0( 3 =−⋅+⋅ y , 

 ,00)15,03( 321 =⋅−−+− yyy  

03)105102( 321 =⋅−−+− yyy . 

Отсюда 01 =y , 12 =y , 03 =y , Τ= )0;1;0(miny  - решение второй задачи и 

30)()( maxmin == xfyg . 
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Задание № 1 

 Задачу линейного программирования решить графическим методом и 

симплекс-методом (на максимум). Для задачи на максимум составить двой-

ственную задачу и найти ее решение. 

 

Варианты 

1)  minmax,3 21 →+= xxf ,  

      44 21 ≥+ xx ,   72612 21 ≤+ xx ,   632 21 ≥+ xx ,   01 ≥x ,   02 ≥x . 

2)  minmax,3 21 →+= xxf ,  

      623 21 ≥+ xx ,   7289 21 ≤+ xx ,   44 21 ≥+ xx ,   01 ≥x ,   02 ≥x . 

3)  minmax,54 21 →−= xxf ,  

      1226 21 ≥+ xx ,   1801018 21 ≤+ xx ,   1553 21 ≥+ xx ,   01 ≥x ,   02 ≥x . 

4)  minmax,45 21 →−= xxf ,  

      55 21 ≥+ xx ,   60415 21 ≤+ xx ,   623 21 ≥+ xx ,   01 ≥x ,   02 ≥x . 

5)  minmax,72 21 →+= xxf ,  

      44 21 ≥+ xx ,   1201012 21 ≤+ xx ,   55 21 ≥+ xx ,   01 ≥x ,   02 ≥x . 

6)  minmax,27 21 →+−= xxf ,  

      1836 21 ≥+ xx ,   1801018 21 ≤+ xx ,   1052 21 ≥+ xx ,   01 ≥x ,   02 ≥x . 

7)  minmax,54 21 →+−= xxf ,  

      623 21 ≥+ xx ,   90109 21 ≤+ xx ,   55 21 ≥+ xx ,   01 ≥x ,   02 ≥x . 

8)  minmax,75 21 →−−= xxf ,  

      55 21 ≥+ xx ,   90615 21 ≤+ xx ,   632 21 ≥+ xx ,   01 ≥x ,   02 ≥x . 

9)  minmax,72 21 →+−= xxf ,  

      1535 21 ≥+ xx ,   1801215 21 ≤+ xx ,   1262 21 ≥+ xx ,   01 ≥x ,   02 ≥x . 

10)  minmax,43 21 →+= xxf ,  
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      632 21 ≥+ xx ,   60106 21 ≤+ xx ,   55 21 ≥+ xx ,   01 ≥x ,   02 ≥x . 

11)  minmax,34 21 →+−= xxf ,  

      55 21 ≥+ xx ,   120815 21 ≤+ xx ,   44 21 ≥+ xx ,   01 ≥x ,   02 ≥x . 

12)  minmax,52 21 →−−= xxf ,  

      1025 21 ≥+ xx ,   1801215 21 ≤+ xx ,   1863 21 ≥+ xx ,   01 ≥x ,   02 ≥x . 

13)  minmax,43 21 →+−= xxf ,  

      44 21 ≥+ xx ,   123 21 ≤+ xx ,   632 21 ≥+ xx ,   01 ≥x ,   02 ≥x . 

14)  minmax,6 21 →+= xxf ,  

      62 21 ≥+ xx ,   144818 21 ≤+ xx ,   2045 21 ≥+ xx ,   01 ≥x ,   02 ≥x . 

15)  minmax,6 21 →+−= xxf ,  

      1025 21 ≥+ xx ,   120158 21 ≤+ xx ,   44 21 ≥+ xx ,   01 ≥x ,   02 ≥x . 

16)  minmax,6 21 →−= xxf ,  

      44 21 ≥+ xx ,   6056 21 ≤+ xx ,   1052 21 ≥+ xx ,   01 ≥x ,   02 ≥x . 

17)  minmax,43 21 →−−= xxf ,  

      1535 21 ≥+ xx ,   2101415 21 ≤+ xx ,   1472 21 ≥+ xx ,   01 ≥x ,   02 ≥x . 

18)  minmax,6 21 →+−= xxf ,  

      1427 21 ≥+ xx ,   2101021 21 ≤+ xx ,   1553 21 ≥+ xx ,   01 ≥x ,   02 ≥x . 

19)  minmax,4 21 →+−= xxf ,  

      1243 21 ≥+ xx ,   3634 21 ≤+ xx ,   66 21 ≥+ xx ,   01 ≥x ,   02 ≥x . 

20)  minmax,4 21 →−= xxf ,  

      824 21 ≥+ xx ,   8476 21 ≤+ xx ,   77 21 ≥+ xx ,   01 ≥x ,   02 ≥x . 

21)  minmax,2 21 →−−= xxf ,  

      55 21 ≥+ xx ,   1801215 21 ≤+ xx ,   43 21 ≥+ xx ,   01 ≥x ,   02 ≥x . 

22)  minmax,2 21 →+−= xxf ,  



 - 14 - 

      62 21 ≥+ xx ,   12679 21 ≤+ xx ,   2874 21 ≥+ xx ,   01 ≥x ,   02 ≥x . 

23)  minmax,2 21 →−−= xxf ,  

      77 21 ≥+ xx ,   4272 21 ≤+ xx ,   632 21 ≥+ xx ,   01 ≥x ,   02 ≥x . 

24)  minmax,4 21 →−= xxf ,  

      66 21 ≥+ xx ,   7249 21 ≤+ xx ,   44 21 ≥+ xx ,   01 ≥x ,   02 ≥x . 

25)  minmax,10 21 →+= xxf ,  

      22 21 ≥+ xx ,   30310 21 ≤+ xx ,   632 21 ≥+ xx ,   01 ≥x ,   02 ≥x . 

 

§2.  Матричные игры 

 Матричная игра задается платежной матрицей njmiijaA ,1,,1}{ === .  

Матрица A  интерпретируется следующим образом. Имеются два игрока – два 

лица (две стороны), интересы которых прямо противоположны, первый игрок 

располагает m  стратегиями – вариантами для достижения своей цели, состоя-

щей в получении максимального выигрыша, а второй игрок располагает n  

стратегиями для достижения своей цели, состоящей в минимизации проигры-

ша. При этом  если первый игрок применяет i -ю стратегию, а второй игрок  

j -ю стратегию, то первый игрок выигрывает сумму ija , а второй эту же сумму 

проигрывает.  

 В общем, применяя лишь одну стратегию (чистую стратегию), игроки не 

могут достигать своей цели. Поэтому вводится понятие смешанной стратегии 

для каждого игрока. Смешанной стратегией первого игрока называют любой 

вектор  Τ= )...,,( 1 mppp , где 0≥ip , mi ,1= , 1...1 =+ mpp , а смешанной 

стратегией второго игрока называют любой вектор Τ= )...,,( 1 nqqq , где 

0≥jq , nj ,1= , 1...1 =+ nqq . Смешанную стратегию, где одна из координат 

равна 1 и остальные нули, называют чистой. 
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 Если первый игрок применяет смешанную стратегию p , а второй - q , то 

сумму 

jiij
n

j

m

i
qpaqpH ∑∑

==
=

11
),(  

называют ценой игры, т.е. эту сумму выигрывает первый игрок, а второй про-

игрывает.  

 В случае, когда первый игрок применяет стратегию p ,  ему гарантирован 

выигрыш  H(p,q)
q

min , независимо от того, какую смешанную стратегию при-

меняет второй игрок. Поэтому ему следует выбирать смешанную стратегию 

так, чтобы гарантированный выигрыш сделать наибольшим: 

p
max H(p,q)

q
min ,q)H(p

q
*min= . 

Такую смешанную стратегию *p  называют оптимальной смешанной стратеги-

ей первого игрока. Аналогичным образом определяется оптимальная смешан-

ная стратегия *q  второго игрока: 

q
min H(p,q)

p
max )H(p,q

p
*max= , 

т.е. при смешанной стратегии *q  наибольший проигрыш минимален. 

 Согласно теореме Неймана при оптимальных смешанных стратегиях иг-

роков *p  и *q  выполняются равенства  

p
max H(p,q)

q
min == ),qH(p **

q
min H(p,q)

p
max . 

Решить матричную игру, значит найти *p  и *q . В последующем, не теряя 

общности, можно считать, что все элементы матрицы A  положительны. 

 Матричную игру можно решить, составляя и решая следующую пару 

двойственных задач линейного программирования: 

max...1 →++= nxxf ,   eAx ≤ ,   θ≥x , 

min...1 →++= myyg ,   eyA ≥Τ ,   θ≥y , 
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где  Τ= )1...,,1,1(e . Если *x  и *y  решения этих задач, то оптимальные сме-

шанные стратегии игроков определяются формулами  

*
*)(

1* y
yg

p = ,   *
*)(

1* x
xf

q = . 

 

 Пример 2.1. Рассмотрим матричную игру с матрицей 









=

276
543

A  

Составим пару двойственных задач: 

max321 →++= xxxf  

1543 321 ≤++ xxx , 

1276 321 ≤++ xxx , 

01 ≥x , 02 ≥x , 03 ≥x . 

 min21 →+= yyg  

,163 21 ≥+ yy  

,174 21 ≥+ yy  

,125 21 ≥+ yy  

01 ≥y , 02 ≥y , 

Вторую задачу можно решить графическим методом, затем решение первой за-

дачи можно находить, воспользовавшись условиями дополняющей нежесткости: 

Τ= )8/1;0;8/1(*x ,  4/1*)( =xf ,    Τ= )12/1;6/1(*y ,  4/1*)( =yg . 

Находим оптимальные смешанные стратегии игроков: 

Τ= )2/1;0;2/1(*p ,    Τ= )3/1;3/2(*q . 
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Задание № 2 

 Решить матричную игру с заданной платежной матрицей  A . 

Варианты 

1) 























=

2534
6323
2141
2362
3211

A  

2) 























=

2533
4323
2141
2352
3212

A  

3) 























=

2534
6323
2141
2362
3272

A  

4) 























=

2534
6323
2141
2362
3438

A  

5) 























=

6533
4328
2141
2352
3212

A  

6) 























=

2534
6323
2641
2362
3215

A  

7) 























=

2534
6323
2341
2362
3211

A  

8) 























=

2433
4323
2141
2352
3212

A  

9) 























=

2534
6323
2141
2362
3212

A  

10) 























=

2134
6323
2141
2362
3438

A  

11) 























=

6533
4328
2141
2352
3214

A  

12) 























=

2534
6323
2741
2362
3215

A  
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13) 























=

2534
6323
2742
2362
3215

A  

14) 























=

2534
6323
2141
2362
3211

A  

15) 























=

2533
4323
2141
2352
3212

A  

16) 























=

2534
6323
2141
2362
3272

A  

17) 























=

2534
6323
2141
2362
3438

A  

18) 























=

6533
4328
2141
2352
3212

A  

   

19) 























=

2534
6323
2641
2362
3215

A  

20) 























=

2534
6323
2341
2362
3211

A  

21) 























=

2433
4323
2141
2352
3212

A  

22) 























=

2534
6323
2141
2362
3212

A  

23) 























=

2134
6323
2141
2362
3438

A  

24) 























=

6533
4328
2141
2352
3214

A  
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25) 























=

2534
6323
2741
2362
3215

A  

 
 

§3.  Транспортная задача 
 Транспортная задача задается матрицей транспортных издержек  

njmiijcC ,1,,1}{ === , где ijc  - транспортные издержки по перевозке единицы 

продукции из пункта поставщика iA  в пункт потребителя jB . Кроме того, 

должны быть заданы объем запасов продукций ia , имеющийся у каждого по-

ставщика iA , и потребность jb  каждого потребителя jB ; причем, общий объ-

ем запасов продукций maa ++ ...1  должно быть не меньше общего объема по-

требностей nbb ++ ...1 . Можно считать, что выполнено условие сбалансиро-

ванности – общий объем запасов продукций maa ++ ...1   равен общему объему 

потребностей nbb ++ ...1 . Если не так, то можно ввести дополнительный фик-

тивный пункт потребителя 1+nB  с объемом потребности 1+nb , равным разно-

сти величины дисбаланса −++ )...( 1 maa )...( 1 nbb ++ , и нулевыми транс-

портными издержками 01, =+nic , mi ,1= .  

 Матрицу njmiijxX ,1,,1}{ ===  с неотрицательными элементами ijx  

называют допустимым планом транспортной задачи, если выполнены следую-
щие условия: 

iij
n

j
ax =∑

=1
,  mi ,1= , 
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jij
m

i
bx =∑

=1
,  nj ,1= . 

Первое условие – условие полного вывоза продукций, а второе – полное удо-

влетворение спроса. Для допустимого плана X  сумма всех транспортных из-

держек равна  

ijij
n

j

m

i
xcXF ∑∑

==
=

11
)( . 

 Допустимый план называют оптимальным, если на нем достигается 

наименьшее значение суммы транспортных издержек. Решить транспортную 

задачу, значит найти оптимальный допустимый план. Другими словами, необ-

ходимо составить такой план перевозок продукции, при котором суммарные 

транспортные издержки минимальны. 

 Транспортная задача является разновидностью задачи линейного про-

граммирования, где целевой функцией является функция суммарных транс-

портных издержек:  

min)(
11

→= ∑∑
==

ijij
n

j

m

i
xcXF , 

а ограничения имеют вид 

iij
n

j
ax =∑

=1
,  mi ,1= ,    jij

m

i
bx =∑

=1
,  nj ,1= , 

0≥ijx ,  mi ,1= ,  nj ,1= . 

В данном случае число неизвестных равно mn . Решение транспортной задачи 

симплекс-методом приводит к громоздким вычислениям из-за большого числа 

неизвестных, и при этом процесс решения задачи сложно интерпретировать с 

точки зрения составления и изменения плана перевозок продукции. Поэтому 

для транспортной задачи разработаны свои методы решения.  

 Рассмотрим один из общеизвестных методов решения транспортной за-

дачи. Рассматриваемый метод основывается на том, что оптимальный план 
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транспортной задачи достаточно находить среди опорных планов. Опорным 

планом называют допустимый план X , у которого ненулевых элементов не бо-

лее чем 1−+ nm . В случае, когда ненулевых элементов меньше, чем 

1−+ nm , опорный план называют вырожденным.  

 Оптимальный опорный план находят в три шага. На первом шаге состав-

ляют первый опорный план методом северо-западного угла. На втором шаге 

проверяют оптимальность текущего опорного плана методом потенциалов. На 

третьем шаге, если текущий опорный план не оптимальный, переходят к сле-

дующему опорному плану методом составления цикла, затем повторяют второй 

шаг. Реализацию перечисленных шагов рассмотрим на следующем примере. 

 

 Пример 3.1. Решим транспортную задачу с матрицей транспортных из-

держек 
















=

2136
9542
3587

C  

и  объемами запасов и потребностей 

111 =a ,  112 =a ,  83 =a ,     51 =b ,  92 =b ,  93 =b ,  74 =b . 

Условие сбалансированности 4321321 bbbbaaa +++=++  соблюдено. 

 Составим первый опорный план методом северо-западного угла: сперва 

удовлетворим потребность пункта 1B , затем пунктов 2B , 3B , 4B , поочередно 

опустошая пункты поставщиков 1A , 2A , 3A  (табл. 1). 

Таблица 1 

 1B  2B  3B  4B  Запасы 

1A  5 6   11 

2A   3 8  11 

3A    1 7 8 

Потребности 5 9 9 7  
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Всего клеток - 1243 =⋅=mn , из них заполненных - 71431 =−+=−+ nm . 

Имеем первый опорный план: 
















=

7100
0830
0065

)1(X . 

На этом плане сумма транспортных издержек равна  150)( )1( =XF . Выясним, 

является ли план )1(X  оптимальным. Для этого находим потенциалы 1u , 2u , 

3u , 1v , 2v , 3v , 4v  из условия, что в каждой заполненной клетке ),( ji  должно 

выполняться равенство ijji cvu =+ , полагая 01 =u  или 01 =v . Затем для 

каждой пустой клетки ),( ji  находим оценку )( jiijij vuc +−=∆ . Если все 

оценки неотрицательны, то опорный план оптимальный. Иначе, переходим к 

другому опорному плану. Для плана )1(X  имеем:  

01 =u ,  42 −=u ,  83 −=u ,  71 =v ,  82 =v ,  93 =v ,  104 =v , 

413 −=∆ ,  714 −=∆ ,  121 −=∆ ,  324 =∆ ,  731 =∆ ,  332 =∆ . 

Среди оценок есть отрицательная, следовательно, план )1(X  не оптимальный. 

 Для перехода к другому опорному плану выберем пустую клетку с 

наименьшей отрицательной оценкой, и построим цикл – замкнутый маршрут, 

одна из вершин которого есть выбранная клетка, остальные вершины – запол-

ненные клетки, и дуги которого направлены вертикально или горизонтально 

(табл. 2).  

Таблица 2 

5 6   

 3 8  

  1 7 

+ - 

+ - 

+ - 
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Вершины, начиная с пустой клетки, поочередно метим знаками «+» и «-». Из 

чисел, расположенных в клетках с меткой «-», вычитаем наименьшее из них и 

это же число прибавим к числам, расположенным в клетках с меткой «+». В ре-

зультате получаем второй опорный план (табл. 3). 

Таблица 3 

 1B  2B  3B  4B  Запасы 

1A  5   6 11 

2A   9 2  11 

3A    7 1 8 
Потребности 5 9 9 7  

 
















=

1600
0290
6005

)2(X ,    108)( )2( =XF . 

Проверим оптимальность плана )2(X : 

01 =u ,  32 =u ,  13 −=u ,  71 =v ,  12 =v ,  23 =v ,  34 =v , 

712 =∆ ,  313 =∆ ,  821 −=∆ ,  324 =∆ ,  031 =∆ ,  332 =∆ . 

Так как 0821 <−=∆ , план )2(X  не оптимальный.  

 Построим цикл и переходим к другому опорному  плану: 

Таблица 4 

5   6 

 9 2  

  7 1 

 

Получаем третий опорный план: 
Таблица 5 

 1B  2B  3B  4B  Запасы 

1A  4   7 11 

+ - 

+ - 

+ - 
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2A  1 9 1  11 

3A    8  8 
Потребности 5 9 9 7  
















=

0800
0191
7004

)3(X ,    100)( )3( =XF . 

Проверим оптимальность плана )3(X : 

01 =u ,  52 −=u ,  93 −=u ,  71 =v ,  92 =v ,  103 =v ,  34 =v , 

112 −=∆ ,  513 −=∆ ,  1124 =∆ ,  831 =∆ ,  332 =∆ ,  834 =∆ . 

План )3(X  не оптимальный. Переходим к четвертому опорному плану: 

Таблица 6 
4   7 

1 9 1  

  8  

 
















=

0800
0092
7103

)4(X ,    95)( )4( =XF . 

План )4(X  также не оптимальный, так как в этом случае имеем: 

01 =u ,  52 −=u ,  43 −=u ,  71 =v ,  92 =v ,  53 =v ,  34 =v , 

112 −=∆ ,  523 =∆ ,  1124 =∆ ,  331 =∆ ,  0232 <−=∆ ,  134 =∆ . 

Переходим к пятому опорному плану: 
















=

0530
0065
7400

)5(X ,    89)( )5( =XF , 

+ - 

+ - 
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01 =u ,  32 −=u ,  43 −=u ,  51 =v ,  72 =v ,  53 =v ,  34 =v , 

211 =∆ ,  112 =∆ ,  323 =∆ ,  924 =∆ ,  531 =∆ ,  334 =∆ . 



 - 26 - 

Таким образом, оптимальным опорным планом является  
















=

0530
0065
7400

*X . 

На нем достигается минимум суммы транспортных издержек:  

89*)(min == XFF . 

 

Задание № 3 

 Решить  транспортную  задачу  с  заданной  матрицей  транспортных из-

держек  5,1,3,1}{ === jiijcC   и  объемами  запасов  ia , 3,1=i  и  потребностей  

jb , 5,1=j . 

Варианты 
 

1) 
















=

4
1
1

1
2
3

241
132
216

C ,   

,300
,200
,100

3

2

1

=
=
=

a
a
a

 

.150,200
,100,50,100

54

321

==
===

bb
bbb

 

 2) 
















=

2
1
1

4
2
3

241
152
211

C ,   

,200
,100
,200

3

2

1

=
=
=

a
a
a

 

.150,100
,100,50,100

54

321

==
===

bb
bbb

 

   
   
3) 
















=

2
1
1

1
2
1

221
132
214

C ,   

,300
,100
,200

3

2

1

=
=
=

a
a
a

 

.150,200
,100,100,50

54

321

==
===

bb
bbb

 

 4) 
















=

2
1
1

4
2
3

241
152
211

C ,   

,200
,200
,100

3

2

1

=
=
=

a
a
a

 

.100,150
,100,80,70

54

321

==
===

bb
bbb
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5) 
















=

3
1
1

1
2
3

241
132
211

C ,   

,300
,50
,150

3

2

1

=
=
=

a
a
a

 

.100,100
,150,60,90

54

321

==
===

bb
bbb

 

 6) 
















=

1
1
1

4
2
3

261
152
213

C ,   

,100
,200
,200

3

2

1

=
=
=

a
a
a

 

.150,100
,100,110,40

54

321

==
===

bb
bbb

 

   
   
7) 
















=

2
1
1

1
2
5

221
112
213

C ,   

,300
,100
,200

3

2

1

=
=
=

a
a
a

 

.150,200
,100,100,50

54

321

==
===

bb
bbb

 

 8) 
















=

2
3
1

1
2
3

241
112
215

C ,   

,200
,100
,200

3

2

1

=
=
=

a
a
a

 

.150,100
,100,80,70

54

321

==
===

bb
bbb

 

   
   
9) 
















=

4
1
1

1
2
3

141
112
211

C ,   

,300
,200
,100

3

2

1

=
=
=

a
a
a

 

.150,200
,100,50,100

54

321

==
===

bb
bbb

 

 10) 
















=

2
1
1

3
2
3

241
122
212

C ,   

,200
,100
,200

3

2

1

=
=
=

a
a
a

 

.150,100
,100,50,100

54

321

==
===

bb
bbb

 

   
11) 
















=

2
1
1

2
2
1

321
122
213

C ,   

,300
,100
,200

3

2

1

=
=
=

a
a
a

 

.150,200
,100,100,50

54

321

==
===

bb
bbb

 

 12) 
















=

2
1
1

1
2
1

241
152
214

C ,   

,200
,200
,100

3

2

1

=
=
=

a
a
a

 

.100,150
,100,80,70

54

321

==
===

bb
bbb
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13) 
















=

3
1
5

5
2
3

541
132
215

C ,   

,300
,150
,150

3

2

1

=
=
=

a
a
a

 

.200,100
,150,60,90

54

321

==
===

bb
bbb

 

 14) 
















=

1
1
1

4
2
3

161
122
211

C ,   

,100
,200
,200

3

2

1

=
=
=

a
a
a

 

.150,100
,100,110,40

54

321

==
===

bb
bbb

 

   
15) 
















=

2
1
2

1
2
5

321
122
213

C ,   

,300
,100
,200

3

2

1

=
=
=

a
a
a

 

.150,200
,100,100,50

54

321

==
===

bb
bbb

 

 16) 
















=

2
3
1

1
2
3

241
312
214

C ,   

,200
,100
,200

3

2

1

=
=
=

a
a
a

 

.150,100
,100,80,70

54

321

==
===

bb
bbb

 

   
17) 
















=

4
1
1

1
2
3

141
112
211

C ,   

,300
,200
,100

3

2

1

=
=
=

a
a
a

 

.150,200
,100,50,100

54

321

==
===

bb
bbb

 

 18) 
















=

2
1
1

4
2
3

241
122
212

C ,   

,200
,100
,200

3

2

1

=
=
=

a
a
a

 

.150,100
,100,50,100

54

321

==
===

bb
bbb

 

   
19) 
















=

2
1
1

1
2
1

321
132
213

C ,   

,300
,100
,200

3

2

1

=
=
=

a
a
a

 

.150,200
,100,100,50

54

321

==
===

bb
bbb  

 20) 
















=

2
1
1

4
2
3

441
142
214

C ,   

,200
,200
,100

3

2

1

=
=
=

a
a
a

 

.100,150
,100,80,70

54

321

==
===

bb
bbb  

   
21) 
















=

3
1
1

1
2
3

541
152
215

C ,   

,300
,150
,150

3

2

1

=
=
=

a
a
a

 

.200,100
,150,60,90

54

321

==
===

bb
bbb

 

 22) 
















=

1
1
1

4
2
3

661
162
216

C ,   

,100
,200
,200

3

2

1

=
=
=

a
a
a

 

.150,100
,100,110,40

54

321

==
===

bb
bbb  
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23) 
















=

2
1
1

1
2
5

421
152
214

C ,   

,300
,100
,200

3

2

1

=
=
=

a
a
a

 

.150,200
,100,100,50

54

321

==
===

bb
bbb

 

 24) 
















=

2
3
1

1
2
3

241
122
215

C ,   

,200
,100
,200

3

2

1

=
=
=

a
a
a

 

.150,100
,100,80,70

54

321

==
===

bb
bbb

 

   
25) 
















=

4
1
1

1
2
3

241
132
223

C ,   

,300
,200
,100

3

2

1

=
=
=

a
a
a

 

.150,200
,100,50,100

54

321

==
===

bb
bbb

 

 
 

§4.  Метод выпуклого программирования 
 Метод выпуклого программирования применяется для нахождения ми-

нимума выпуклой функции при ограничениях, заданных системой неравенств: 

min)( →xf ,    0)( ≤xgk ,  mk ,1= , 

где функции )(xf , )(xgk , mk ,1=  определены на выпуклом множестве D , 

непрерывны и выпуклы. Данную задачу называют задачей выпуклого програм-

мирования. 

 Множество D  называют выпуклым, если для любых x , Dy∈ , ]1,0[∈λ  

имеет место Dyx ∈−+ )1( λλ . Функцию f , определенную на выпуклом 

множестве D , называют выпуклой, если при любых x , Dy∈ , ]1,0[∈λ  вы-

полняется неравенство )()1()())1(( yfxfyxf λλλλ −+≤−+ .  

 Для решения задачи выпуклого программирования составляют функцию 

Лагранжа 

)(...)()(),( 11 xguxguxfuxL mm+++= , 
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где  )...,,( 1 muuu =  называют вектором множителей Лагранжа. Пару *)*,( ux  

называют седловой точкой функции Лагранжа, если для любого вектора Dx∈  

и любого неотрицательного вектора множителей Лагранжа u  выполняются не-

равенства 

*),(*)*,()*,( uxLuxLuxL ≤≤ . 

 Следующее условие называют условием Слейтера: существует Dx ∈)0(    

такой, что 0)( )0( <xgk  при всех mk ,1= . 

 Основу метода выпуклого программирования составляет следующая тео-

рема. 

 Теорема Куна-Таккера. Пусть выполнено условие Слейтера. Тогда век-

тор Dx ∈*  будет решением задачи выпуклого программирования только в 

том случае, когда существует неотрицательный вектор *u , образующий 

вместе с *x   седловую точку *)*,( ux  функции Лагранжа. 

 Седловую точку *)*,( ux  можно находить среди критических точек 

функции Лагранжа, если функция Лагранжа дифференцируема: 

0),( =
∂
∂ ux
x
L
i

, ni ,1= ,      0),( =
∂
∂ ux
u
L
k

, mk ,1= . 

 Пример 4.1. Найдем методом выпуклого программирования расстояние 

от точки )3;3(A  до выпуклого шестиугольника с вершинами в точках   

)2;3(1 −A ,  )2;1(2A ,  )2;4(3 −A ,  )8;2(4 −A ,  )7;2(5 −−A ,  )2;6(6 −−A . 

 Составим задачу выпуклого программирования. Целевой функцией явля-

ется функция расстояния от точки )3;3(A  до точек шестиугольника 

654321 AAAAAA . Шестиугольник 654321 AAAAAA  есть множество, ограничен-

ное прямыми линиями 

22 =x ,    1034 21 =+ xx ,     143 21 =− xx , 

304 21 =−− xx ,  3845 21 =−− xx ,  1834 21 =+− xx . 
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Расстояние от точки )3;3(A  до любой точки ),( 21 xxx =  определяется  фор-

мулой  2
2

2
1 )3()3( −+− xx . Легко проверить, что множество точек шести-

угольника (вместе с внутренностью) и функция 2
2

2
1 )3()3()( −+−= xxxf  

выпуклые. Таким образом, получаем следующую задачу выпуклого програм-

мирования: 

2
2

2
1 )3()3()( −+−= xxxf →  min , 

022 ≤−x ,    01034 21 ≤−+ xx ,     0143 21 ≤−− xx , 

0304 21 ≤−−− xx ,  03845 21 ≤−−− xx ,  01834 21 ≤−+− xx . 

Условие Слейтера выполняется, так как внутренность  шестиугольника  непустая.  

 Составим функцию Лагранжа 

=),( uxL +−+− 2
2

2
1 )3()3( xx  

+−+ )2( 21 xu +−+ )1034( 212 xxu +−− )143( 213 xxu
+−−−+ )304( 214 xxu +−−− )3845( 215 xxu )1834( 216 −+− xxu . 

Находим частные производные функции Лагранжа и приравниваем нулю: 

04534)3(2 654321 =−−−++− uuuuux , 

03443)3(2 6543212 =+−−−++− uuuuuux , 

022 =−x ,    01034 21 =−+ xx ,     0143 21 =−− xx , 

0304 21 =−−− xx ,  03845 21 =−−− xx ,  01834 21 =−+− xx . 

Положим  065431 ===== uuuuu . Тогда имеем: 

32 21 =+ ux ,  632 22 =+ ux ,  1034 21 =+ xx . 

Отсюда 

)25/42;25/31(* =x ,    )0;0;0;0;25/22;0(* =u . 

Легко проверить, что пара *)*,( ux  является седловой точкой функции Лагран-

жа. Следовательно, )25/42;25/31(* =x  - точка минимума и 

25
121*)(min == xff . 
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Задание № 4 

 Найти расстояние от заданной точки  A   до четырехугольника 4321 AAAA  

с вершинами в заданных точках 1A , 2A , 3A , 4A , составляя и решая задачу вы-

пуклого программирования. 

Варианты 

1)  )2;1(−A ,     )4;0(1A ,  )1;1(2 −A ,  )3;3(3A ,  )5;4(4A . 

2)  )2;2(−A ,     )4;1(1A ,  )1;0(2 −A ,  )3;3(3 −A ,  )3;4(4A . 

3)  )2;3( −−A ,     )4;1(1A ,  )2;1(2 −A ,  )2;3(3A ,  )4;4(4A . 

4)  )0;1(−A ,     )4;1(1A ,  )1;2(2 −A ,  )3;3(3 −A ,  )2;5(4A . 

5)  )2;1(A ,     )4;0(1A ,  )1;1(2 −−A ,  )3;3(3 −A ,  )5;4(4 −A . 

6)  )2;2(A ,     )4;1(1 −A ,  )1;0(2 −A ,  )3;3(3 −−A ,  )3;4(4 −A . 

7)  )2;3( −A ,     )4;1(1 −A ,  )2;1(2 −−A ,  )2;3(3 −A ,  )4;4(4 −A . 

8)  )0;1(A ,     )4;1(1 −A ,  )1;2(2 −−A ,  )3;3(3 −−A ,  )2;5(4 −A . 

9)  )1;2( −A ,     )0;4(1A ,  )1;1(2 −A ,  )3;3(3A ,  )4;5(4A . 

10)  )2;2( −A ,     )1;4(1A ,  )0;1(2 −A ,  )3;3(3 −A ,  )4;3(4A . 

11)  )3;2( −−A ,     )1;4(1A ,  )1;2(2 −A ,  )3;2(3A ,  )4;4(4A . 

12)  )1;0( −A ,     )1;4(1A ,  )2;1(2 −A ,  )3;3(3 −A ,  )5;2(4A . 

13)  )1;2(A ,     )0;4(1A ,  )1;1(2 −−A ,  )3;3(3 −A ,  )4;5(4 −A . 

14)  )2;2(A ,     )1;4(1 −A ,  )0;1(2 −A ,  )3;3(3 −−A ,  )4;3(4 −A . 

15)  )3;2(−A ,     )3;4(1 −A ,  )1;2(2 −−A ,  )3;2(3 −A ,  )4;4(4 −A . 

16)  )1;1(A ,     )1;4(1 −A ,  )2;1(2 −−A ,  )3;3(3 −−A ,  )5;2(4 −A . 

17)  )2;1(A ,     )4;2(1A ,  )6;3(2A ,  )2;4(3A ,  )1;3(4 −A . 

18)  )2;3( −A ,     )4;1(1 −A ,  )1;1(2 −A ,  )3;3(3A ,  )5;4(4A . 

19)  )3;2( −−A ,     )4;0(1A ,  )1;2(2 −A ,  )2;3(3A ,  )5;4(4A . 

20)  )1;2(A ,     )4;1(1 −A ,  )6;2(2 −A ,  )5;3(3 −A ,  )5;2(4 −−A . 
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21)  )4;3( −−A ,     )4;0(1A ,  )1;1(2 −A ,  )3;3(3A ,  )5;4(4A . 

22)  )3;4(A ,     )1;1(1 −A ,  )4;2(2 −A ,  )3;3(3A ,  )5;2(4A . 

23)  )2;1( −−A ,     )4;1(1A ,  )1;2(2 −A ,  )2;3(3A ,  )5;4(4A . 

24)  )1;2( −A ,     )4;1(1 −A ,  )1;1(2 −−A ,  )3;3(3 −A ,  )5;1(4 −A . 

25)  )2;3(−A ,     )4;0(1A ,  )1;1(2 −A ,  )3;3(3A ,  )5;4(4A . 

 

§5.  Метод динамического программирования 
 Методом динамического программирования называют метод решения оп-

тимизационных задач, где исходная задача сводится к последовательности бо-

лее простых оптимизационных задач. Процесс решения получаемой последова-

тельности задач во многих случаях интерпретируется как программируемый  

динамический процесс (процесс, меняющийся во времени), приводящий к же-

лаемой цели. К таким оптимизационным задачам можно применять метод ди-

намического программирования.  

 Метод динамического программирования рассмотрим применительно к 

следующей задаче: 

min),(...),(),( 1212101 →+++= − mmm xxfxxfxxff , 

11 Dx ∈ ,  22 Dx ∈ , . . . ,  mm Dx ∈ , 

где элемент 0x , множества 1D , 2D , ..., mD , функции 1f , 2f , ..., mf  задаются, 

а элементы 1x , 2x , ..., mx  неизвестны. Данную задачу можно свести к следую-

щей последовательности оптимизационных задач: 

mm Dx
mm xG

∈
−− = min)( 11 ),( 1 mmm xxf − , 

11
min)( 22

−− ∈
−− =

mm Dx
mm xG [ ]),()( 12111 −−−−− + mmmmm xxfxG , 

. . . . . . . . 

11
min)( 00

Dx
xG

∈
= [ ]),()( 10111 xxfxG + . 
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5 

4 

6 

14 

8 

9 

10 

7 

12 

11 

13 

2 

1 

3 

Процесс построения функций 1−mG , 2−mG , ..., 0G  называют обратным ходом. 

По функциям 0G , ..., 1−mG  выполняют прямой ход, состоящий в последова-

тельном нахождении элементов 

:0
1x        ),()()( 0

101
0
1100 xxfxGxG += , 

:0
2x         ),()()( 0

2
0
12

0
22

0
11 xxfxGxG += , 

                 . . . . . . . . . 

:0
1−mx     ),()()( 0

1
0

21
0

11
0

21 −−−−−−− += mmmmmmm xxfxGxG , 

:0
mx        ),()( 00

1
0

11 mmmmm xxfxG −−− = . 

Тогда набор элементов )...,,( 00
1 mxx  будет решением исходной оптимизацион-

ной задачи.  

 Метод динамического программирования также применим для решения 

оптимизационных задач вида 

min)...,,(...),,(),()( 1321321211 →++++= mm xxfxxxfxxfxff , 

11 Dx ∈ ,  22 Dx ∈ , . . . ,  mm Dx ∈ . 

 Пример 5.1. В заданном ациклическом ориентированном графе с весами 

найти маршрут минимальной длины, соединяющий начальную и конечную 

вершины. 
   8  
    6                    1   
      
     4                      5   
    2                          6   1 
                                      1    3  
             3           5                       
 3 2   
          4  5 
       4                       4      2  
             2            3    
        7 5                       2  4 
      3   
     6 3  
              8  
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Вершины графа разобьем на следующие слои:  }1{0 =D , }3,2{1 =D , 

}6,5,4{2 =D , }10,9,8,7{3 =D , }13,12,11{4 =D , }14{5 =D . Любой марш-

рут, соединяющий начальную вершину с конечной, можно представить как 

набор элементов ),,,,( 54321 xxxxx , где ix  - вершина  i –го слоя графа, куда 

осуществляется переход от вершины 1−ix  )1( −i -го слоя. Длину участка пере-

хода от  1−ix   в  ix   обозначим через ),( 1 iii xxf − . Тогда длина маршрута равна  

+),( 101 xxf +),( 212 xxf +),( 323 xxf +),( 434 xxf ),( 545 xxf . Таким образом, 

получаем следующую оптимизационную задачу 

=f +),( 101 xxf +),( 212 xxf +),( 323 xxf +),( 434 xxf ),( 545 xxf min→ , 

10 =x ,   ii Dx ∈ ,  5,4,3,2,1=i . 

где }1{0 =D , }3,2{1 =D , }6,5,4{2 =D , }10,9,8,7{3 =D , }13,12,11{4 =D , 

}14{5 =D , функции  1f , 2f , 3f , 4f , 5f  по условию задачи определены сле-

дующими таблицами: 

0x  1x  1f   
1x  2x  2f   

2x  3x  3f   
3x  4x  4f   

4x  5x  5f  

1 2 2 2 4 7 4 7 6 7 11 8 11 14 4 

1 3 3 2 5 3 4 8 3 7 12 3 12 14 5 

 2 6 4 4 9 5 7 13 ∞  13 14 1 

3 4 1 4 10 ∞  8 11 2  

3 5 5 5 7 4 8 12 2 

3 6 2 5 8 4 8 13 4 

 5 9 2 9 11 1 

5 10 1 9 12 3 

6 7 ∞  9 13 5 

6 8 6 10 11 ∞  
6 9 4 10 12 1 

6 10 6 10 13 8 
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 В соответствии с методом динамического программирования выполним 

обратный и прямой ход. 

 Обратный ход. Находим функции  4G , 3G , 2G , 1G , 0G : 

 

 

 

 
 

=+++= })13,7()13(),12,7()12(),11,7()11(min{)7( 4444443 fGfGfGG  

8)12,7()12(35}1,35,84min{ 44 =+=+=∞+++= fG , 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  4x  4G  

,1)14,13()13(
,5)14,12()12(
,4)14,11()11(

54

54

54

==
==
==

fG
fG
fG

 

11 4 

12 5 

13 1 

  3x  3G  

,6)12,10()12()10(
,5)11,9()11()9(
,5)13,8()13()8(
,8)12,7()12()7(

443

443

443

443

=+=
=+=
=+=
=+=

fGG
fGG
fGG
fGG

 

7 8 

8 5 

9 5 

10 6 

  2x  2G  

,9)9,6()9()6(
,7)10,5()10()5(

,8)8,4()8()4(

332

332

332

=+=
=+=

=+=

fGG
fGG

fGG
 

4 8 

5 7 

6 9 

  1x  1G  

,9)4,3()4()3(
,10)5,2()5()2(

221

221

=+=
=+=

fGG
fGG

 
2 10 

3 9 

  0x  0G  

,12)2,1()2()1( 110 =+= fGG  1 12 
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 Прямой ход. По функциям 0G , 1G , 2G , 3G , 4G  находим оптимальный 

маршрут: 

 

 

 

Следова- тельно,  

141210521 −−−−−  - оптимальный маршрут с длиной, равной   

=minf +)2,1(1f +)5,2(2f +)10,5(3f +)12,10(4f 12)14,12(5 =f . 

 

Задание № 5 

В заданном ациклическом ориентированном графе с весами ),( EVG = , 

где }...,,1{ nV =  - множество вершин графа и E  - множество дуг ),,( ijji wkk  

с весами ijw , найти маршрут минимальной длины, соединяющий начальную и 

конечную вершины. 

 

Варианты 

1)   

)}3,12,11(),4,12,10(),3,11,9(),4,11,8(),1,10,8(),2,11,7(                           
),2,10,7( ),4,9,6(),5,8,6(),2,7,6(),6,9,5(),4,8,5(),3,7,5(                           

),3,6,4(),4,6,3(),5,5,3(),5,5,2(),1,4,1(),2,3,1(),3,2,1{(     ,12 == En
 

2)   

)}7,11,10(),5,11,9(),5,10,8(),4,9,8(),1,10,7(),1,9,7(                           
),3,10,6( ),2,9,6(),1,8,5(),4,7,5(),1,6,5(),3,8,4(),2,7,4(                           

),3,6,4(),6,5,3(),2,4,3(),4,5,2(),3,4,2(),3,3,1(),4,2,1{(     ,11 == En
 

3)   

),,12()12(

),,10()()10(

),,5()()5(

),,2()()2(

),,1()()1(

0
554

0
44

0
443

0
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0
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0
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0
221

0
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0
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xfG

xfxGG

xfxGG

xfxGG

xfxGG

=

+=

+=

+=

+=

 

 

.14

,12

,10

,5

,2

0
5

0
4

0
3

0
2

0
1

=

=

=

=

=

x

x

x

x

x
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)}8,12,11(),9,12,10(),4,11,9(),5,10,9(),9,11,8(),3,10,8(),2,10,7(                
),2,9,6( ),3,8,6(),1,7,6(),2,8,5(),3,7,5(),2,8,4(),4,7,4(                           

),1,9,4(),2,6,3(),4,5,3(),7,5,2(),5,4,2(),3,3,1(),2,2,1{(     ,12 == En
 

4)   

)}2,12,11(),4,12,10(),3,12,9(),3,11,8(),7,10,8(),5,11,7(),2,10,7(),2,9,7(      
),3,10,6( ),5,9,6(),4,8,5(),5,7,5(),8,6,5(),6,8,4(),4,7,4(                           

),6,6,4(),2,5,3(),3,4,3(),4,5,2(),1,4,2(),4,3,1(),3,2,1{(     ,12 == En
 

5)   

)}5,13,12(),7,13,11(),6,13,10(),6,12,9(),3,10,9(),1,11,9(),2,10,8(),4,11,8(
 ),4,9,7(),3,8,7(),2,9,6( ),5,8,6( ),4,9,5(),2,8,5(),2,7,4(),2,6,4(),1,7,3(      

),2,6,3(  ),4,5,3(),3,7,2(),1,6,2(),4,5,2(),5,4,1(),3,3,1(),4,2,1{(     ,13 == En
 

6)   

)}5,12,11(),3,12,10(),7,11,9(),2,10,9(),4,11,8(),3,10,8(),3,11,7(),4,10,7( 
 ),1,9,6(),2,8,6( ),1,9,5( ),1,8,5(),6,7,5(),2,9,4(),7,8,4(),2,7,4(),4,6,3(       

),2,5,3(),1,4,3(),1,6,2(),2,5,2(),3,4,2(),4,3,1(),3,2,1{(     ,12 == En
 

7)   

)}4,11,10(),5,11,9(),2,10,8(),3,9,8(),2,10,7(                
),3,9,7( ),3,8,6(),2,7,6(),7,8,5(),1,7,5(),4,7,4(),9,6,3(                           

),3,5,3(),5,4,3(),8,6,2(),4,5,2(),6,4,2(),7,3,1(),8,2,1{(     ,11 == En
 

8)   

)}6,12,11(),4,12,10(),2,11,9(),3,10,9(),4,11,8(),2,10,8(),4,10,7(),4,9,6(      
),3,8,6( ),4,7,6(),3,9,5(),6,8,5(),2,7,5(),6,6,4(),7,5,4(                           

),5,6,3(),6,5,3(),4,6,2(),4,5,2(),6,4,1(),7,3,1(),5,2,1{(     ,12 == En
 

9)  

)}7,12,11(),6,12,10(),5,12,9(),6,11,8(                               
 ),3,9,8(),5,11,7(),2,10,7( ),4,9,7( ),5,9,6(),3,8,5(),4,7,5(),3,6,5(),2,8,4(          

),1,7,4(  ),7,6,4(),3,5,3(),1,4,3(),1,5,2(),2,4,2(),4,3,1(),5,2,1{(     ,12 == En

 

10)   
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)}7,12,11(),9,12,10(),4,11,9(),3,10,9(),3,11,8(),4,10,8(),7,11,7(
 ),5,10,7(),3,9,6(),2,8,6( ),4,7,6( ),4,9,5(),7,8,5(),4,7,5(),5,8,4(),3,7,4(      
),2,6,3(  ),3,5,3(),4,4,3(),1,6,2(),2,5,2(),5,4,2(),4,3,1(),3,2,1{(     ,12 == En

 

11)   

)}3,12,11(),4,12,10(),7,11,9(),8,10,9(),6,11,8(),5,10,8(                    
 ),5,11,7(),7,10,7(),6,9,6( ),3,8,6( ),4,9,5(),2,8,5(),4,7,5(),3,8,4(),4,7,4(          

),3,6,3(  ),1,5,3(),3,4,3(),2,6,2(),2,5,2(),4,4,2(),3,3,1(),5,2,1{(     ,12 == En

12)   

)}7,11,10(),6,11,9( ),1,10,8(),3,9,8(                                       
),4,9,7( ),2,10,6( ),2,9,6(),7,8,5(),3,7,5(),3,6,5(),2,8,4(                           

),4,7,4(  ),3,6,4(),4,5,3(),4,4,3(),5,5,2(),5,4,2(),5,3,1(),7,2,1{(     ,11 == En
 

13)   

)}2,12,11(),3,12,10(),6,11,9(),5,10,9(),1,11,8(),4,10,8(                          
 ),3,11,7(),6,10,7(),3,9,6( ),4,8,6( ),10,9,5(),7,8,5(),6,7,5(),2,8,4(),3,7,4(   

),4,6,3(  ),7,5,3(),1,4,3(),5,6,2(),5,4,2(),2,3,1(),5,2,1{(     ,12 == En
 

14)   

)}3,12,11(),4,12,10(),5,12,9(),1,11,8(),3,10,8(                        
 ),6,9,8(),7,11,7(),5,10,7( ),4,9,7( ),7,8,6(),10,7,6(),2,8,5(),6,7,5(),5,8,4(         

),4,7,4(  ),4,6,3(),3,5,3(),7,4,3(),1,5,2(),2,4,2(),5,3,1(),3,2,1{(     ,12 == En

15)   

)}3,12,11(),1,12,10(),4,11,9(),5,11,8(                                    
 ),2,10,8(),4,10,7(),3,9,6( ),2,8,6( ),10,9,5(),6,8,5(),7,7,5(),5,8,4(),6,7,4(        

),1,6,3(  ),4,5,3(),5,4,3(),3,6,2(),2,5,2(),4,4,2(),2,3,1(),3,2,1{(     ,12 == En

 

16)   

)}5,12,11(),3,12,10(),6,12,9(),4,11,8(),2,10,8(),4,9,8(),3,11,7(                 
 ),6,10,7(),5,9,7(),3,8,6( ),1,7,6( ),6,8,5(),5,7,5(),2,8,4(),3,7,4(                   

),7,6,3(  ),5,5,3(),8,4,3(),4,5,2(),6,4,2)(3,3,1(),2,2,1{(     ,12 == En
 

17)   
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)}4,13,12(),3,13,11(),5,12,10(),9,11,10(),6,12,9(),4,11,9(),5,12,8(
 ),7,11,8(),3,10,7(),1,10,6( ),2,9,6( ),8,8,6(),2,10,5(),8,9,5(),7,8,5(),3,8,4(      

),4,7,3(  ),1,6,3(),2,5,3(),2,6,2(),1,5,2(),3,4,2(),5,3,1(),6,2,1{(     ,13 == En
 

18)   

)}3,12,11(),2,12,10(),4,11,9(),6,10,9(),1,11,8(),1,10,8(
 ),2,11,7(),7,10,7(),3,9,6( ),4,8,6( ),5,9,5(),2,8,5(),6,7,5(),5,8,4(),3,7,4(      
),7,6,3(  ),2,5,3(),9,4,3(),3,6,2(),1,5,2(),2,4,2(),4,3,1(),5,2,1{(     ,12 == En

 

19)   

)}3,12,11(),1,12,10(),3,11,9(),2,10,9(),1,11,8(                               
 ),2,10,8(),5,10,7(),4,9,6( ),4,8,6( ),3,9,5(),5,8,5(),4,7,5(),6,8,4(),7,7,4(      
),5,6,3(  ),1,5,3(),2,4,3(),6,6,2(),3,5,2(),4,4,2(),3,3,1(),4,2,1{(     ,12 == En

 

20)   

)}4,12,11(),3,12,10(),5,11,9(),7,10,9(),2,11,8( ),2,10,8(                  
),3,11,7(),4,10,7(),3,9,6( ),6,8,6( ),2,9,5(),1,8,5(),4,7,5(),5,8,4(),3,7,4(        
),5,6,3(  ),3,5,3(),5,4,3(),3,6,2(),4,5,2(),2,4,2(),2,3,1(),1,2,1{(     ,12 == En

 

21)   

)}4,12,11(),6,12,10(),2,11,9(),3,11,8(                                         
),4,10,8(),1,10,7( ),5,9,6( ),6,8,6(),2,7,6(),4,8,5(),2,7,5(),4,6,4(                   
),7,5,4(),3,6,3(),4,5,3(),2,6,2(),5,5,2(),5,4,1(),4,3,1(),3,2,1{(     ,12 == En

 

22)   

)}3,12,11(),4,12,10(),2,11,9(),5,10,9(),6,11,8( ),1,10,8(                  
),4,11,7(),2,10,7(),6,9,6( ),5,8,6( ),4,9,5(),3,8,5(),5,7,5(),4,8,4(),6,7,4(        

),7,6,3( ),3,5,3(),4,4,3(),2,6,2(),1,5,2(),4,4,2(),4,3,1(),5,2,1{(     ,12 == En
 

23)   

)}7,12,11(),4,12,10(),1,11,9(),2,10,9(),1,11,8( ),5,10,8(                  
),4,11,7(),3,10,7(),3,9,6( ),6,8,6( ),4,9,5(),5,8,5(),2,7,5(),3,8,4(),6,7,4(        

 ),2,6,3(),4,5,3(),6,6,2(),5,5,2(),2,4,2(),3,3,1(),4,2,1{(     ,12 == En
 

24)   
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)}4,11,10(),3,11,9(),6,10,8( ),2,9,8(                                     
),4,10,7(),7,9,7(),2,10,6( ),4,9,6( ),5,8,5(),4,7,5(),3,6,5(),1,8,4(),10,6,4(        

 ),6,5,3(),4,4,3(),1,5,2(),5,4,2(),5,3,1(),6,2,1{(     ,11 == En

25)   

)}3,13,12(),2,13,11(),4,12,10( ),4,11,10(                                 
),3,12,9(),1,11,9(),4,12,8(),2,11,8(),125,7(),4,11,7(),3,10,6(             

 ),6,9,6(),4,8,6(),2,7,6( ),5,10,5( ),3,9,5(),3,8,5(),5,7,5(),6,8,4(),4,7,4(      
),5,6,3(  ),3,5,3(),7,4,3(),6,6,2(),5,5,2(),1,4,2(),1,3,1(),2,2,1{(     ,13 == En

 

 

 

§6.  Максимальный поток в транспортной сети 

 Транспортной сетью называют ориентированный граф с n  вершинами 1v , 

. . ., nv , обладающий следующими свойствами: 

1) нет дуг, входящих в вершину 1v , называемую источником; 

2) нет дуг, выходящих из вершины nv  называемой стоком; 

3) есть хотя бы один путь от 1v  до nv ; 

4) каждой дуге ),( ji vv  сопоставлено положительное число ijc , называе-

мое пропускной способностью дуги. 

 Транспортную сеть можно задавать матрицей  пропускных способностей 

njiijcC ,1,}{ == , где 0≥ijc  и в случае 0=ijc  считаем, что дуга ),( ji vv  отсут-

ствует. 

 Потоком в транспортной сети называют матрицу njiijfF ,1,}{ == , удо-

влетворяющую следующим условиям: 

1) при любых nji ,1, =  выполняется неравенство ijij cf ≤≤0 , число ijf  

называют потоком по дуге ),( ji vv , оно не должно быть больше про-

пускной способности дуги ijc ; 
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2) для каждой внутренней вершины kv , где 1,2 −= nk , сумма входящих 

в нее потоков равна сумме выходящих из нее потоков 

knkknkkk ffffff +++=+++  2121 . 

Число nfffFW 11211)( +++=   называют объемом потока F . Объем пото-

ка равен сумме потоков, выходящих из источника, и сумме потоков, входящих 

в сток. Поток с наибольшим объемом называют максимальным.  

 Для нахождения максимального потока в транспортной сети можно со-

ставить и решить следующую задачу линейного программирования: 

nfffFW 11211)( +++=  max→ , 

ijij cf ≤≤0 ,  nji ,1, = , 

knkknkkk ffffff +++=+++  2121 ,  1,2 −= nk . 

 

Пример 6.1. Рассмотрим следующую транспортную сеть 
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3 1v  

3v  

2v  

5v  

4v  
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Составим задачу линейного программирования: 

141312)( fffFW ++= max→ , 

011 =f , 90 12 ≤≤ f , 70 13 ≤≤ f , 50 14 ≤≤ f , 015 =f , 016 =f , 

021 =f , 022 =f , 60 23 ≤≤ f , 20 24 ≤≤ f , 025 =f , 026 =f ,  

031 =f , 032 =f , 033 =f , 034 =f , 90 35 ≤≤ f , 30 36 ≤≤ f ,  

041 =f , 042 =f , 043 =f , 044 =f , 80 45 ≤≤ f , 100 46 ≤≤ f ,  

051 =f , 052 =f , 053 =f , 90 54 ≤≤ f , 055 =f , 50 56 ≤≤ f ,  

061 =f , 062 =f , 063 =f , 064 =f , 065 =f , 066 =f , 

242312 fff += ,  36352313 ffff +=+ , 

4645542414 fffff +=++ ,  56544535 ffff +=+ . 

Решая задачу линейного программирования относительно неизвестных 12f , 

13f , 14f , 23f , 24f , 35f , 36f , 45f , 46f , 54f , 56f , находим 

























=

000
503

1000

000
000
000

380
002
005

000
400
760

*F  - максимальный поток, 

18576*)( =++=FW  - объем максимального потока, 

 

5 
8 

5 

4 

2 

0 3 

10 
6 

7 

3 1v  

3v  

2v  

5v  

4v  

6v  
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Задание № 6 

 Построить транспортную сеть, заданную матрицей пропускных способ-

ностей 6,1,}{ == jiijcC  , и найти максимальный поток в транспортной сети. 

 

Варианты 

1) 

























=

000
503
900

000
200
600

280
046
006

060
500
540

C  

2) 

























=

000
803
400

000
300
500

310
089
003

060
700
650

C  

3) 

























=

000
905
500

000
300
400

530
097
004

050
800
690

C  

4) 

























=

000
803
500

000
400
500

430
078
009

060
600
640

C  

5) 

























=

000
703
500

000
400
500

340
087
003

060
500
960

C  

6) 

























=

000
804
700

000
300
500

350
087
005

060
900
630

C  
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7) 

























=

000
604
930

000
000
400

840
056
007

000
700
650

C  

8) 

























=

000
705
800

000
000
300

380
047
005

000
500
760

C  

9) 

























=

000
605
900

000
000
300

480
003
004

050
400
780

C  

10) 

























=

000
604

1050

000
000
300

580
004
006

050
400
790

C  

11) 

























=

000
503

1010

000
000
400

582
003
008

030
400
750

C  

12) 

























=

000
501
940

000
000
600

380
003
006

020
400
770

C  

13) 

























=

000
703
640

000
200
000

580
002
009

040
400
780

C  

14) 

























=

000
503

1040

000
000
200

682
003
005

000
400
850

C  
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15) 

























=

000
404
850

000
000
040

780
002
006

030
400
790

C  

16) 

























=

000
503
900

000
200
000

380
003
008

010
400
760

C  

17) 

























=

000
503
960

000
000
000

580
002
007

000
400
680

C  

18) 

























=

000
503

1020

000
600
000

380
002
008

020
400
790

C  

19) 

























=

000
503

1020

000
400
000

380
002
005

020
400
770

C  

20) 

























=

000
603

1010

000
400
000

380
003
005

020
400
680

C  

21) 

























=

000
303

1040

000
000
000

680
002
005

000
400
750

C  

22) 

























=

000
503

1000

000
000
000

380
002
005

000
400
760

C  
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23) 

























=

000
503

1000

000
000
000

380
002
005

010
400
760

C  

24) 

























=

000
503
840

000
000
000

980
002
006

030
400
980

C  

25) 

























=

000
903

1040

000
000
000

680
002
005

030
400
940

C  

 

 

§7.  Численные методы оптимизации 

 Пусть функция )(xf , определенная при всех n –мерных векторов 

nRx∈ ,  имеет минимум 

}),...,(:)(min{*)( 1
n

n Rxxxxfxf ∈== . 

Последовательность векторов )0(x , )1(x ,..., )(kx , ... называют минимизирующей 

последовательностью, если  *)()( )( xfxf k →  при  ∞→k .  

Методы построения минимизирующей последовательности называют 

численными методами оптимизации. Рассмотрим два из них – метод спуска и 

метод Ньютона.  
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Метод спуска. Если целевая функция )(xf  в некоторой окрестности 

точки минимума *x  дифференцируема и ее градиент удовлетворяет условию 

Липшица 

yxLyfxf −⋅≤∇−∇ )()( , 

где L  называют константой Липшица, и если в этой окрестности нет других 

критических точек функции )(xf , то минимизирующую последовательность 

можно построить следующей формулой 

)( )1()1()( −− ∇⋅−= kkk xftxx ,  =k ,2,1 , 

где )2/(1 Lt = , )0(x  - начальная точка из рассматриваемой окрестности.  

 Алгоритм метода спуска для приближенного нахождения точки минимума: 

 1. Задать точность приближения 0>ε   и выбрать начальную точку )0(x . 

 2. Последовательно находить точки 

)( )1()1()( −− ∇⋅−= kkk xftxx ,  =k ,2,1 , 

до тех пор, пока при некотором 0k  не будет выполнено неравенство 

ε<∇ )( )( 0kxf . 

 3.  )( 0kxx ≈   – приближенная точка минимума. 

 Метод Ньютона. Пусть целевая функция )(xf  дважды непрерывна 

дифференцируема в некоторой окрестности точки минимума *x  и в каждой 

точке x  этой  окрестности существует матрица )(1 xH − , обратная матрице 

вторых производных )(xH  функции )(xf . И пусть в данной окрестности нет 

других критических точек функции )(xf . Тогда минимизирующую последова-

тельность можно построить следующей формулой 

)()( )1()1(1)1()( −−−− ∇−= kkkk xfxHxx ,  =k ,2,1 , 

где )0(x  - начальная точка из окрестности *x .  
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 Алгоритм метода Ньютона для приближенного нахождения точки ми-

нимума: 

 1. Задать точность приближения 0>ε   и выбрать начальную точку )0(x . 

 2. Последовательно находить точки 

)()( )1()1(1)1()( −−−− ∇−= kkkk xfxHxx ,  =k ,2,1 , 

до тех пор, пока при некотором 0k  не будет выполнено неравенство 

ε<∇ )( )( 0kxf . 

 3.  )( 0kxx ≈   – приближенная точка минимума. 

 Если целевая функция )(xf  трижды непрерывно дифференцируема в не-

которой окрестности точки минимума *x  и ее матрица вторых производных 

)(xH  удовлетворяет условию сильной выпуклости IlxH ⋅≥)( , где I  - еди-

ничная матрица и 0>l  не зависит от x , то последовательности, которые стро-

ятся методами спуска и Ньютона, действительно будут минимизурующими по-

следовательностями. 

 Пример 7.1.  Рассмотрим функцию 

21
2

21
4
2

4
1 )()( qxpxcxbxaxxxf +++++= ,   Τ= ),( 21 xxx , 

где  0>a ,  0>bc ,  0|||| >+ qp . Заметим, что  

∞+→)(xf    при   ∞→+= 2
2

2
1

2|| xxx . 

Отсюда вытекает существование минимума функции.  

Найдем градиент и матрицу вторых производных функции: 

( )Τ++++++=∇ qcxbxcaxpcxbxbxxf )(24,)(24)( 21
3
221

3
1 , 












+
+

= 22
2

22
1

2122
2212)(

caxbc
bcbxxH . 
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Заметим, что в любой точке, отличной от нуля, в силу 0>a , 0>bc , определи-

тель матрицы )(xH  положительный: 

( ) 0624)(det 2
2

22
1

22
2

2
1 >++= xabxcxaxxH . 

Любая критическая точка функции )(xf , в силу 0|||| >+ qp , отлична от ну-

ля. Следовательно, в любой критической точке 0)(det >xH .  

В любой точке x  матрица )(xH  удовлетворяет условию сильной выпук-

лости IlxH ⋅≥)( , где )2,2(min 22 cbl = . Поэтому сходимость методов 

спуска и Ньютона обеспечена. 

 Находим константу Липшица: 

[ ] +−+−+−=∇−∇
2

2211
23

1
3
1

2 )(2)(2)(4)()( yxbcyxbyxyfxf  

[ ] ≤−+−+−+
2

1122
23

2
3
2 )(2)(2)(4 yxbcyxcyxa  

[ ] +−≤
23

1
3
1 )(43 yx [ ] +−

2
11

2 )(23 yxb [ ] +− 2
22 )(23 yxbc  

[ ] +−+
23

2
3
2 )(43 yxa [ ] +−

2
22

2 )(23 yxc [ ] ≤− 2
11 )(23 yxbc  

[ ]++++++−≤ )()(||48 2
222

2
2

22
111

2
1

2 yyxxayyxxyx  

≤−⋅+ 244 ||)||,|max(|24 yxcb  

[ ] 244222 ||)||,|max(|24)|||)(|,1max(96 yxcbyxa −⋅++⋅≤  

Полагая  rx ≤|| ,  ry ≤||   и  )||,|max(|24),1max(192 44222 cbraL ⋅+⋅= , 

имеем: 

yxLyfxf −⋅≤∇−∇ )()(    при   rx ≤|| ,  ry ≤|| . 

 Теперь найдем матрицу  )(1 xH − : 

( ) 










+−
−+

⋅++=
−−

22
1

22
212

2
22

1
22

2
2
1

1

6
66636)(

bxbc
bccaxxabxcxaxxH . 
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 Таким образом, формула метода спуска принимает следующий вид: 

1)1()( −− −= Lxx kk ( ,2/))()(()(2 2
)1(

1
)1(3

1
)1( pxcxbbx kkk +++ −−−

)Τ−−− +++ 2/))()(()(2 2
)1(

1
)1(3

2
)1( qxcxbcxa kkk ,  =k ,2,1 , 

где  rx <|| )0(   и 

)||,|max(|24),1max(192 4422 cbraL ⋅+⋅= . 

А формула метода Ньютона принимает вид 

−= − )1()( kk xx ( ) ⋅++
−−−−− 12

2
)1(22

1
)1(22

2
)1(2

1
)1( )(3)(3)()(18 kkkk xabxcxxa  

⋅










+−
−+

⋅ −

−

22
1

)1(

22
2

)1(

)(6
)(6

bxbc
bccxa

k

k












+++

+++
⋅

−−−

−−−

2/))()(()(2

2/))()(()(2

2
)1(

1
)1(3

2
)1(

2
)1(

1
)1(3

1
)1(

qxcxbcxa

pxcxbbx
kkk

kkk
,    =k ,2,1 . 

 

Задание № 7 

 Для заданной функции f , зависящей от двух переменных  1x , 2x ,  найти 

точку минимума с точностью  05,0=ε ,  применяя 

 а) метод спуска; 

 б) метод Ньютона. 

Варианты 

1)  21
2

21
4
2

4
121 42)23(2),( xxxxxxxxf +−+++=  

2)  21
2

21
4
2

4
121 24)32(),( xxxxxxxxf +−+++=  

3)  21
2

21
4
2

4
121 22)2(3),( xxxxxxxxf +−+++=  

4)  21
2

21
4
2

4
121 26)23(4),( xxxxxxxxf +++++=  

5)  21
2

21
4
2

4
121 24)(5),( xxxxxxxxf −−+++=  

6)  21
2

21
4
2

4
121 62)34(),( xxxxxxxxf −++++=  



 - 52 - 

7)  21
2

21
4
2

4
121 24)5(6),( xxxxxxxxf +++++=  

8)  21
2

21
4
2

4
121 48)34(5),( xxxxxxxxf +++++=  

9)  21
2

21
4
2

4
121 26)23(4),( xxxxxxxxf +−+++=  

10)  21
2

21
4
2

4
121 44)32(3),( xxxxxxxxf −++++=  

11)  21
2

21
4
2

4
121 26)43(2),( xxxxxxxxf +−+++=  

12)  21
2

21
4
2

4
121 28)3(),( xxxxxxxxf −++++=  

13)  21
2

21
4
2

4
121 42)23(2),( xxxxxxxxf −++++=  

14)  21
2

21
4
2

4
121 24)72(),( xxxxxxxxf −++++=  

15)  21
2

21
4
2

4
121 22)2(3),( xxxxxxxxf −++++=  

16)  21
2

21
4
2

4
121 26)83(4),( xxxxxxxxf +−+++=  

17)  21
2

21
4
2

4
121 24)92(5),( xxxxxxxxf −++++=  

18)  21
2

21
4
2

4
121 62)34(),( xxxxxxxxf +−+++=  

19)  21
2

21
4
2

4
121 24)5(6),( xxxxxxxxf −++++=  

20)  21
2

21
4
2

4
121 48)34(5),( xxxxxxxxf −++++=  

21)  21
2

21
4
2

4
121 26)37(4),( xxxxxxxxf −++++=  

22)  21
2

21
4
2

4
121 44)32(3),( xxxxxxxxf +−+++=  

23)  21
2

21
4
2

4
121 26)53(2),( xxxxxxxxf −++++=  

24)  21
2

21
4
2

4
121 28)73(),( xxxxxxxxf +++++=  

25)  21
2

21
4
2

4
121 22)25(3),( xxxxxxxxf +−+++=  
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§8.  Простейшая задача вариационного исчисления 
 Простейшая задача вариационного исчисления состоит в нахождении ми-

нимума или максимума функционала 

dttxtxtFxf ))(),(,()( ′= ∫
β

α
 

на множестве гладких функций )(tx , удовлетворяющих условиям 

Ax =)(α ,   Bx =)(β . 

Решение задачи, если оно существует, будет решением уравнения Эйлера 

0),,(),,( =′
∂
∂

−′
′∂

∂ xxt
x
Fxxt

x
F

dt
d

. 

Поэтому уравнение Эйлера называют необходимым условием экстремума. Вся-

кое решение )(tx  уравнения Эйлера, удовлетворяющее краевым условиям 

Ax =)(α , Bx =)(β , называют экстремалью простейшей вариационной зада-

чи. Таким образом, решение простейшей вариационной задачи следует искать 

среди экстремалей. 

 Экстремаль )(0 tx  будет решением простейшей вариационной задачи, ес-

ли  удовлетворяет двум условиям – усиленному условию Лежандра и условию 

Якоби;  их называют достаточными условиями экстремума. 

 1. Усиленное условие Лежандра: для задачи на минимум должно выпол-

няться неравенство 

0))(),(,( 002

2
>′

′∂
∂ txtxt

x
F

,   ],[ βα∈t , 

а для задачи на максимум должно выполняться неравенство 

0))(),(,( 002

2
<′

′∂
∂ txtxt

x
F

,   ],[ βα∈t , 

 2. Условие Якоби: существует решение )(tu  уравнения Якоби 
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−









′

′∂∂
∂

−′
∂
∂ )())(),(,())(),(,( 00

2

002

2
tutxtxt

xx
F

dt
dtxtxt

x
F

 

0)())(),(,( 002

2
=










′′

′∂
∂

− tutxtxt
x

F
dt
d

, 

такое, что  0)( =αu   и  0)( >tu   при  βα ≤< t . 

 Пример 8.1. Найдем решение задачи 

min))(4)(2sin()( 10

0
→′−+= ∫ dttxtxtxf

π
, 

2)0( =x ,   4)( =πx . 

Составим уравнение Эйлера и находим экстремаль: 

10)42sin(),,( xxtxxtF ′−+=′ , 

9)42sin(40),,( xxtxxt
x
F ′−+−=′
′∂

∂
, 

9)42sin(20),,( xxtxxt
x
F ′−+−=′
∂
∂

, 

( ) 0)42sin()42sin(2 99 =′−++
′

′−+ xxtxxt  - уравнение Эйлера, 

( )
2
1

)42sin(
)42sin(

9

9
−=

′−+

′
′−+

xxt
xxt

, 

18/
142sin teCxxt −=′−+ , 

( )18/
1sin

4
1

2
1 teCtxx −−=−′ , 

)cos2(sin
20
1

20
9)( 2/

2
18/

1 tteCeCtx tt +++= −  - общее решение уравнения 

Эйлера, 

2)0( =x ,      2
10
1

20
9

21 =++CC , 
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4)( =πx ,      4
10
1

20
9 2/

2
18/

1 =−+− ππ eCeC , 

82,210 ≈C ,      63,020 ≈C , 

)cos2(sin
20
1

20
9)( 2/

20
18/

100 tteCeCtx tt +++= −  - экстремаль. 

Проверим, выполняются ли усиленное условие Лежандра и условие Якоби: 

01440))(42sin(1440))(),(,( 9/48
10

8
0002

2
>=′−+=′

′∂
∂ − teCtxxttxtxt

x
F

, 

усиленное условие Лежандра на минимум выполняется, 

9/48
10

8
0002

2
360))(42sin(360))(),(,( teCtxxttxtxt

x
F −=′−+=′

∂
∂

, 

9/48
10

8
000

2
720))(42sin(720))(),(,( teCtxxttxtxt

xx
F −−=′−+−=′
′∂∂

∂
, 

0)(
36
1)(

9
4)( =−′+′′ tututu  - уравнение Якоби, 

18/
2

2/
1)( tt eDeDtu += −  - общее решение уравнения Якоби, 

0)0( =u ,   021 =+ DD ,   12 DD −= , 

)()( 18/2/
1

tt eeDtu −= − . 

Положим  11 −=D . Тогда    

0)( 2/18/ >−= −tt eetu  при  ],0( π∈t . 

Следовательно, экстремаль )(0 tx  является точкой минимума: 

95,47137)1(
5
9)( 9/510

10
9/510

10
0

0min ≈−=== −−∫ π
π

eCdteCxff t . 
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Задание № 8 

 Найти решение простейшей вариационной задачи 

)max(min))()()(()( →′++= ∫ dttxctbxtaMxf m
β

α
, 

Ax =)(α ,   Bx =)(β , 

где числа M , m , α , β , b , c , A , B  и функция )(ta  задаются, m  - целое и 

четное, 2≥m , βα < , 1|| >c . 

 

Варианты 

1)  1=M , 2=m , 0=α , 1=β , 1=b , 2=c ,  

0=A , 1=B ,  12)( += tta  

2)  1−=M , 4=m , 1=α , 2=β , 2=b , 3=c ,  

1=A , 0=B ,  23)( 2 += tta  

3)  1=M , 6=m , 0=α , πβ = , 3=b , 2=c ,  

0=A , 1=B ,  tta sin)( =  

4)  1−=M , 4=m , 0=α , 2/πβ = , 3=b , 3=c ,  

1=A , 0=B ,  tta cos)( =  

5)  2=M , 2=m , 0=α , 3=β , 1=b , 2=c ,  

0=A , 1=B ,  1)( 2 += tta  

6)  3=M , 6=m , 1−=α , 2=β , 1=b , 2−=c ,  

1=A , 1=B ,  2)( −= tta  

7)  4−=M , 2=m , 2−=α , 0=β , 1=b , 2−=c ,  

0=A , 1=B ,  tta =)(  

8)  6=M , 6=m , 1=α , 3=β , 1=b , 3−=c ,  

1−=A , 1=B ,  14)( 2 += tta  
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9)  5=M , 4=m , 0=α , 1=β , 1=b , 3=c ,  

0=A , 2=B ,  13)( 2 −= tta  

10)  3−=M , 8=m , 2−=α , 2=β , 1=b , 3−=c ,  

0=A , 1=B ,  1)( += teta  

11)  2=M , 10=m , 0=α , 4=β , 1=b , 2−=c ,  

2=A , 1−=B ,  42)( tta =  

12)  4=M , 6=m , 0=α , πβ 2= , 1=b , 2=c ,  

0=A , 3=B ,  tta 2sin1)( +=  

13)  5−=M , 2=m , 0=α , πβ = , 1=b , 2−=c ,  

2=A , 0=B ,  tta cos34)( −=  

14)  1=M , 2=m , 0=α , 1=β , 1=b , 2=c ,  

0=A , 1=B ,  23)( 2 −= tta  

15)  1−=M , 4=m , 1=α , 2=β , 2=b , 3=c ,  

1=A , 0=B ,  12)( −= tta  

16)  2=M , 6=m , 0=α , πβ = , 3=b , 2=c ,  

0=A , 1=B ,  tta cos1)( −=  

17)  1−=M , 2=m , 0=α , 2/πβ = , 3=b , 3=c ,  

1=A , 0=B ,  tta sin21)( +=  

18)  2−=M , 4=m , 0=α , 3=β , 1=b , 2=c ,  

0=A , 1=B ,  1)( 2 −= tta  

19)  5=M , 8=m , 1−=α , 2=β , 1=b , 2−=c ,  

1=A , 1=B ,  2)( += tta  

20)  4=M , 4=m , 2−=α , 0=β , 1=b , 2−=c ,  

0=A , 1=B ,  tta 2)( =  
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21)  6−=M , 2=m , 1=α , 3=β , 1=b , 3−=c ,  

1−=A , 1=B ,  ttta −= 24)(  

22)  5=M , 2=m , 0=α , 1=β , 1=b , 3=c ,  

0=A , 2=B ,  13)( 2 += tta  

23)  3−=M , 10=m , 2−=α , 2=β , 1=b , 3−=c ,  

0=A , 1=B ,  1)( += −teta  

24)  2=M , 6=m , 0=α , 4=β , 1=b , 2−=c ,  

2=A , 1−=B ,  35)( 2 −= tta  

25)  4−=M , 8=m , 0=α , πβ 2= , 1=b , 2=c ,  

0=A , 3=B ,  tta 3cos2)( +=  
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